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INTRODUCTION ------------

Comme son titre l'indique, cette monographie est consacrée à 

un problème limité dont la résolution est un préalable indispensable de la 

théorie de l'équilibre général : l'existence de l'équilibre, dans le cadre 

des h~pothèses et de la formalisation adoptées pour le définir. 

Lontemps évacué dans la réponse naïve qui consistait à comparer 

le nombre des équations au nombre des inconnues, le problème de l'existence 

de l'équilibre a été posé, pour la première fois, par A.WALD, dans une série d'arti

cles précurseurs ( 1933-1936) indiquant le rôle des théorèmes de point fixe pour 

établir l'existence de quantités et de prix positifs comme solutions d'un 

système de Walras-Cassel d'équations de la production ou, encore, l'existence 

d'un équilibre pour une économie d'échange pur, dans l'hypothèse Walras

sienne où l'utilité marginale de chaque bien d'un panier de consommation 

est, pour chaque consommateur, une fonction positive et strictement décrois

sante de la quantité du seul bien considéré. Mais ce problème ne s'est 

trouvé complètement formulé et résolu que dans les années 50, quand s'est 

précisé le modèle d'économie de propriété privée aujourd'hui considéré 

comme la formalisation la plus propre à unifier les problèmes de produc

tion et d'échange dans l'équilibre Walrassien. 

Comme on le sait, dans ce modèle où le nombre de biens est fini, 

un nombre fini de consommateurs, qui possèdent les ressources initiales et 

perçoivent les profits réalisés par les producteurs, consomment les biens 

rendus disponibles sur le marché, au mieux de leurs préférences, dans les 

limites définies par leur ensemble de consommation et leur contrainte 

budgétaire, tandis qu'un nombre fini de producteurs, qui maximisent leur 

profit dans leur ensemble de production, produisent les biens qui sont 

destinés, concurremment avec les ressources initiales non utilisées par 

la production, à satisfaire la demande des consommateurs. 

Une économie de propriété privée est ainsi définie par la donnée 

( yj). 
1=1, ... ,n 

ce ij ) . 
1=1, ... ,m 
j=1, ... ,n 

./. 
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des ensembles de consommation Xi, des préférences Ri et des ressources 

initiales wi de chacun des consommateurs, des ensembles de production Yj 

de chacun des producteurs, et de la clé eij, de répartition des profits. 
i i i 

Un cas particulier est l'économie d'échange pur E = ( (X, R, w). 
1 

) 
1= ••• m 

dans laquelle il n'y a pas de production. 

L'équilibre d'une telle économie est définie comme un système de 

prix et de quantités qui assurent simultanément l'effectivité des compor

tements d'optimisation de chacun des agents, l'égalisation,pour chaque 

bien.des ressources et des emplois et la dépense des revenus issus de la 

production et de la vente des ressources initiales. 

Les recherches sur l'existence de l'équilibre ont connu deux 

périodes d'activité entre lesquelles la théorie de l'équilibre général s'est 

développée, dans le cadre strict du modèle qui vient d'être défini, sur des 

questions autres que celles de l'existence (calcul d'équilibres, étude de 

la structure et de la continuité ·de l'ensemble des équilibres, •.. ) ou à 

travers diverses généralisations du modèle (à un nombre infini de biens, à 

un espace mesuré d'agents, par introduction de l'Etat, de la monnaie, etc ... ) 

induisant d'autres problématiques mais requérant aussi des théorèmes d'exis

tence spécifiques. 

Une première période va de 1952 à 1962, période pendant laquelle 

un assez important nombre d'articles repèrent et adaptent les théorèmes de 

point fixe utilisés, identifient, discutent et classent les hypothèses 

nécessaires à l'obtention du résultat. Pendant toute cette période, les 

préférences des consommateurs sont communément supposées former un préordre 

total sur leur ensemble de consommation, hypothèse qui définit ce que nous 

appelons dans cette monographie l'équilibre transitif. 

La deuxième période commence en 1974 avec ~n article de A. Mas-Colell 

montrant que l'existence de l'équilibre général, dans une économie, finie peut 

être établie sans aucune hypothèse de transivité ou de totalité des préférences 

des consommateurs sur leur e~semble de consommation, c'est-à-dire sans aucun 

appel à l'idée sous-jacente d'utilité des paniers de biens pour chacun des 

consommateurs. Un tel équilibre est appelé équilibre "intransitif", par 

opposition à l'équilibre "transitif". 

./. 
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Bien que préparé par un article de Schmeidler(1969) montrant que la 

totalité des préférences n'était pas nécessaire à l'existence de l'équilibre 

dans une économie comportant un "continu" d'agents, dès lors que le "grand 

nombre" d'agents exerçait en effet "convexifiant"sur les correspondances de 

demande, le résultat de Mas Colell était surprenant, dans une théorie cons

truite initialement sur la notion transitive d'utilité, et ne pouvait manquer 

de susciter de nouvelles recherches sur les conditions d'existence de l'équi

libre. A la suite de cet article, les méthodes de démonstration de l'existence 

de l'équilibre transitif d'une économie comportant un nombre fini d'agents 

ont été retravaillées dans le sens d'une plus grande transparence économique 

de la démarche mathématique, tandis qu'une série de "nouveaux théorèmes 

d'existence" établissaient progressivement une approche standard de l'équi

libre intransitif et portaient successivement les théorèmes d'existence, sans 

transitivité des préférences, à un niveau de généralité dans les autres 

hypothèses, comparable à celui atteint pour l'existence de l'équilibre tran

sitif. 

L'objet de cette monographie est de rendre compte de l'ensemble des 

travaux qui viennent d'être évoqués et de présenter de façon à la fois synthé

tique et complète le dernier état d'une question qui est maintenant relati

vement close : celle de l'existence de l'équilibre dans une économie finie. 

Elle comporte trois chapitres dont chacun a été rédigé de façon à 

en permettre une lecture autonome. 

Parce-que toute démonstration de l'existence de l'équilibre repose 

sur un théorème de point fixe, le chapitre I est un exposé de la théorie des 

théorèmes de point fixe, ou d'existence d'éléments maximaux, dérivés du 

théorème de Brouwer, dont la systématicité et la généralité vont volontai

rement au~delà des besoins des applications qui en sont faites dans les 

chapitres II et III mais sont, nous semble-t-il, susceptibles d'en permettre 

une meilleure compréhension. 

Le chapitre II est une approche de l'équilibre transitif en termes 

de demande (totale) excédentaire qui appuie l'existence de l'équilibre sur 

une variante de l'énoncé généralisé du lemme de Gale-Nikaido-Debreu dont on 

donne.dans le chapitre.une demonstration directe et originale à partir du 

théorème de Brouwer. Le cadre de la démonstration est par ailleurs celui 

.! . 
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d'une économie d'échange pur, comprenant t biens et m consommateurs, dans 

laquelle sont introd~ites des activités de diiposition décrites par un cône 

convexe fermé de sommet O contenu dans l'orthant négatif de Rt L'application 

du lemme permet de démontrer l'existence d'un quasi-équilibre. Le passage du 

quasi-éqÙilibre à l'équilibre nécessite, sous une condition supplémentaire de 

continuité des préférences des consommateurs, l'adjonction de l'hypothèse 

forte de survivance des consommateurs ou, alternativement,d'une hypothèse 

affaiblie de survivance et d'une condition d'irréductibilité de l'économie, 

Comme bn le voit dans le détail des démonstrations, la convexité 

des ensembles-images des correspondances de demande repose sur la transitivité 

et la totalité des préférences de chacun des consommateurs sur son ensemble 

de consommation. Cette convexité est nécessaire dans l'approche en termes 

de demande (totale) excédentaire utilisée dans le chapitre I et A. Mas Colell 

a montré que,pour des préférences non transitives,cette convexité ne pouvait 

s'obtenir sans un renforcement des autres hypothèses. Les conditions d'existence 

d'un quasi équilibre et d'un équilibre obtenues dans le chapitre II assurent 

d'ailleurs la représentabilité de chacun des préordres totaux de préférence 

par des fonctions d'utilité semi-continues supérieurement, ce qui donne la 

mesure de la portée des hypothèses qui sont à la base de l'équilibre transitif 

d'une économie finie. 

Remplacer les préordres totaux représentant les préférences des 

consommateurs par des correspondances de préférence permet d'aborder, sous le 

nom d'équilibre intransitif, en même temps que les intransitivités possibles 

dans la comparaison deux à deux des paniers de biens par chacun des consom

mateurs, un certain nombre d'externalités, comme la dépendance des préférences 

par rapport aux consommations des autres agents ou par rapport aux prix du 

marché. La résolution du problème de l'existence de l'équilibre se fait alors 

par un retour à une approche qui fut initialement celle de Debreu et d'Arrow 

et Debreu en 1952 et 1954, avant la mise au point du lemme dit de Gale-Nikaido

Debreu : l'approche en terme d'économie abstraite, concept qui généralise 

celui de jeu non-coopératif, 

Le chapitre III appuie ainsi l'existence de l'équilibre, dans une 

économie q'échange comportant des possibilités de disposition, sur un lemme 

d'existence d'un quasi-équilibre pour une économie abstraite. La notion de 

./. 
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quasi-équilibre adoptée par une économie abstraite permet de retrouver la 

notion de quasj_-équilibre utilisée dans le chapitre II, quand l'économie 

abstrai•te considérée est celle associée à une économie d'échange. L'intérêt 

du lemme obtenu est de dégager les principes de la démonstration dans un 

résultat général, susceptible de s'appliquer dans d'autres cadres d'hypothèses 

que celui choisi pour le chapitre II et le chapitre III. L'existence d'un 

quasi-équilibre pour l'économie d'échange intransitive est démontrée sous des 

hypothèses plus faibles ou équivalentes à celles du chapitre II, à rexception 

de l'hypothèse de non-saturation des préférences qui doit être renforcée si 

les préférences des consommateurs dépendent des prix. Le passage du quasi

équilibre à l'équilibre requiert, sous la même condition de continuité des 

préférences des consommateurs, des hypothèses additionnelles analogues à 

celles utilisées dans le chapitre II. 

Les théorèmes obtenus dans le chapitre III contiennent évidemment 

les résultats correspondants d'existence d'un quasi-équilibre ou d'un équi

libre transitif. l'intérêt du chapitre III est, en effet, de faire apparaître 

latransitivité,œs préférences comme une hypothèse totalement superflue pour 

l'existence de l'équilibre général, dont la suppression accroît le champ 

des significations possibles des théorèmes d'existence. Il est aussi de 

montrer qu'une approche alternative de l'équilibre et l'emploi d'un théorème 

de point fixe plus profond permettent de démontrer ces théorèmes sous des 

hypothèses affaiblies. 

Cet affaiblissement n'est-il pas illusoire? C'est ce que nous nous 

demanderons dans une première annexe consacrée aux relations entre les diffé

rentes propriétés mathématiques des préférences. 

Dans une deuxième annexe intitulée "Equilibre intransitif et optimum", 

nous nous demanderons dans quelle mesure l'intransivité des préférences est 

compatible avec le maintien des relations entre équilibre et optimum qui cons

tituent, dans .la théorie de l'équilibre général, une des principales raisons 

d'être de chacune de ces deux notions. 

./. 
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CHAPITRE I 

POINTS FIXES ET ELEMENTS MAXIMAUX 
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I - INTRODUCTION -

Toute démonstration d'existence d'un équilibre général repose sur 

un théorème de point fixe et les progrès réalisés dans la mise au point de ces 

démonstrations, l'affaiblissement de leurs hypothèses - et donc l'élargis

sement du champ des applications possibles des théorèmes d'existence - sont 

allés de pair, avec les progrès accomplis dans la compréhension de la signi

fication des théorèmes de point fixe. Ceci explique sans doute qu'une abondante 

bibliographie, dont la longueur de la liste des références utilisées pour la 

rédaction de ce chapitre est un indice, ait densifié un domaine dont les 

résultats initiaux et fondamentaux sont assez anciens (1) mais qui est 

aujourd'hui caractérisé par la multiplicité des généralisations des résultats 

initiaux et le renouvellement et la diversification des méthodes utilisées 

pour les obtenir. 

L'objet de ce chapitre est de mettre en ordre l'ensemble des 

résultats récents. L'exposé qui sera donné dépasse ainsi les stricts besoins 

des applications qui en seront faites dans les chapitres II et III et qui, 

finalement, reposeront seulement sur une variante d'un énoncé généralisé du 

lemme de Gale-Nikaido-Debreu pour le chapitre II et sur un résultat de Gale 

et Mas-Colell, perfectionné par Bergstrom et obtenu par sélection à partir 

du théorème de Kakutani, pour le chapitre III. 

D'une part, alors que les chapitres II et III, respectivement 

consacrés à l'équilibre transitif et intransitif d'une économie comportant 

un nombre fini de biens et un nombre fini d'agents, utiliseront des 
Q, 

théorèmes dans R, nous avons exposé ici l'ensemble des résultats dans le 

cadre le plus général dans lequel ils sont obtenus. Raisonner systématique
Q, 

ment dans R peut obscurcir la portée des conclusions et la raison d'être 

des hypothèses. Nous avons au contraire eu le double souci de bien distinguer 

./. 

(1) 1929, 1930 etQ,1935 pour la démonstration du théorème de Brouwer pour un 
simplexe de R et ses extensions aux convexes compacts d'un espace de 
Banach puis d'un espace localement convexe séparé, et 1941, 1950 et 1952 
pour le théorème de Kakutani et ses extensions correspondantes. 
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JI, 
ce qui n'est valable que dans R de ce qui reste vrai dans des espaces plus 

généraux et de suivre pour ces extensions la voie qui mettait le mieux en 

évidence à partir de quel moment telle ou telle hypothèse devenait nécessaire. 
JI, ' ' ' 

Ce chapitre est cependant susceptible d'être "lu" dans R' pour peu que l'on 

sache qus R!/, possède toutes les propriétés qui y seront utilisées (R!/, est 

un espace vectoriel topologique.localement convexe.séparé, normé,complet, métri

sable, etc ••• ). Une telle lecture peut le rendre accessible à un économiste 

qui aurait lu Nikaido (1968) et posséderait ainsi quelques notions sur la 

convexité et la séparation des ensembles convexes dans R!/, mais qui ignorerait 

tout de la topoJogie générale et des espaces vectoriels topologiques. 

D'autre part, s'il ne couvre pas la totalité des théorèmes de point 

fixe et s'il laisse.en particulier, de côté des résultats qui, tels celui 

d'Eilenberg-Montgomery, ont été utilisés par les premières démonstrations 

de l'existence de l'équilibre tant transitif qu'intransitif, cet exposé se 

veut théorie des théorèmes de points fixes dérivés du théorème de Brouwer et 

rend compte d'un champ assez large de résultats, Le parti adopté pour cerner 

le domaine et choisir les techniques de démonstration a été de limiter l'apport 

de la topologie algébrique à l'énoncé d'un lemme dû à Knaster, Kuratowski et 

Mazurkiewicz, pris pour point de départ et dont le théorème de Brouwer se déduit 

immédiatement. La démonstration de ce lemme nécessiterait l'introduction de 

quelques notions de topologie algébrique, notamment les notions de p-simplexe 
JI, 

et de complexe dans R , faciles à introduire si l'on dispose déjà d'une 

étude suffisamment d~taillée des facettes et des points extrêmaux des 

polyèdres convexes dans l'espace euclidien de dimension!/,, Ce lemme, souvent 

désigné sous le nom du lemme K.K.M., est le seul résultat qui ne sera pas 

explicitement démontré dans ce chapitre. 

Le concept de partition continue de l'unité et les théorèmes qui 

permettent d'associer une partition continue de l'unité à des recouvrements 

ouverts d'un espace compact ou paracompact sont l'instrument qui permet 

l'extension aux correspondances de théorèmes démontrés pour les applications. 

Cette technique qui est à la base des théorèmes de sélection sera appliquée 

à diverses reprises dans le chapitre. 

./. 
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On passe ainsi dans le paragraphe II du théorème de Brouwer 

au théorème de Kakutani dont il suffit ensuite d'étendre la validité aux 

espaces vectoriels localement convexes séparés pour obtenir le théorème 

de Kakutani-Fan. 

Le paragraphe III indique, pour le passage du théorème de Brouwer 

au théorème de Kakutani-Fan, un cheminement voisin du précédent mais qui 

fournit au passage des théorèmes d'existence d'éléments maximaux,fréquemment 

utilisés dans la théorie de l'équilibre général. 

Le paragraphe IV montre comment le théorème de non-séparation 

de Fan, toujours démontré à partir du théorème de Brouwer, c'est-à-dire, 

en dernière analyse,à partir du lemme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz, 

permet d'obtenir, en même temps qu'une généralisation du théorème de Kakutani

Fan, une grande variété d'autres théorèmes qui ont de nombreuses applications. 

Le lemme dit de Gale-Nikaido~Debreu, souvent présenté comme une conséquence 

du théorème de Kakutani mais dont on a aussi démontré qu'il l'implique, est 

un cas très particulier de l'un d'entre eux. 

Enfin, un cinquième paragraphe est consacré au théorème de sélec

tion et aux applications systématiques que l'on peut en faire pour déduire 

de nouveaux théorèmes de l'ensemble des théorèmes précédents. La raison 

d'être de ce paragraphe est le rôle central que jouera dans la démonstration 

de l'équilibre intransitif un théorème de point fixe démontré par sélection 

à partir du théorème de Kakutani. 

Dans la rédaction des différents paragraphes, nous nous sommes 

efforcés, afin de situer les différents résultats, de préciser les liens 

qu'ils entretiennent entre eux. Un diagramme, placé à la fin du chapitre, 

résumera d'ailleurs les principales implications démontrées dans ce chapitre. 

Nous espérons ainsi avoir clarifié un domaine qu'il est nécessaire d'avoir 

bien compris avant d'en aborder les applications. 

./. 
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II. DU LEMME DE KNASTER-KURATOWSKI-MAZURKIEWICZ AU THEOREME DE KAKUTANI-FAN. 

Rappelons tout d'abord l'énoncé du lemme de Knaster-Kuratowski

Mazurki~wicz. 

Lemme. de. Kn.Mte11,.-KwuuoW6 lu-Ma.zWtlue..wic..z. 

Soient { a0
, 

1 0 
de ,R et F , 

1 a , ••• , 
1 

F ., ••• ., 

aP} (p+1) points affinement indépendants 

Fp une collection de (p+1) sous ensembles 

fermés de R
1

. Si pour tout sous-ensemble { i
0

, i
1

, ... , ir} 

de l'ensemble d'indices {D, 1, ... , p }, on a : 

{a io, ai1 conv ( ., ... , 

i 

i 
a r } ) C 

r 
u 

k=O 

i 
F. k , 

\ i1 
conv(a , a , ... , a r) désignant le polyèdre convexe de sommets 
io i1 ir 

a ,a , ... ,a 

alors 
p 
n 

i=O 

Le théorème de Brouwer s'en déduit presque immédiatement 

Proposition 1 (Théorème de Brouwer). 

1 

! 
Si X est un sous-ensemble non vide, convexe et compact de R , 

toute application continue de X dans lui même admet un point 6ixe., 
c'est-à-dire un point x EX tel que f(x) = x. 

Démontration 

On commencera par démontrer le théorème dans le cas où X est 

un p - simplexe S de R
1

, c'est-à-dire le polyèdre convexe engendré par 
p 

(p+1) points affinement indépendants a0
, a 1 , ..• , aP. Si f : S -+ S est 

p p 
une application continue, soient Fi, i = 0, .•. , p, les (p+1) sous-ensembles 

de R
1 

définis par Fi= {x ES /f.(x) ~ x. }où x. et f.(x) désignent respecti-
, .P 1 1 1 1 

vement la ieme coordonnée barycentrique de x et de f(x) par rapport aux 

. /. 
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o 1 p sommets a, a, ••• , a de S. Il résulte de la continuité de f et de la 
p 

continuité de l'application qui à tout point de la variété linéaire affine 

engendrée par S fait correspondre sa ième coordonnée barycentrique par rapport 
· t o p1 p Fi t d f , d Ri. aux pains a , a, ••• , a, que les son es sous-ensembles armes e 

D'autre part, si {i
0

, i
1

, ••• , ir} est un sous-ensemble de l'ensemble d'indices 

i 
{D, 1 , ••• , 

i i1 
p} , tout point x de conv( { a O

, a ., ... , a r } ) appartient à 

1 'un des F. ; si, 
ik 

en effet, on avait : f. (x) 
ik 

> x. , \J k = 0, .•. , r, on aurait 
ik 

r 
I f. ex) 

k=O ik 

r 
> I 

k=D 
1 

ce qui serait contraire à l'appartenance à S de f(x). p 

Du lemme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz, 
p 

l'existence de X E n F. (x), c'est-à-dire l'existence 
i=O i 

on déduit 

de x dans 

f.(x) ~ x. V i = 0, ••• , p, ce qui n'est possible que si f(x) = x. 
i i 

alors 

s tel que 
p 

Si X est un sous-ensemble non vide, convexe, compact quelconque 
.Q, 

de R, soient p sa dimension et S un p - simplexe homéomorphe à X par l'homéop 
morphisme h : S 

p 
+ X. Si f est une application continue de X dans X, h- 1 of oh 

est une application continue de S dans S. Si z ES est un point fixe de cette p p p 
application, h(z) est un point fixe de f car : (h-

1 
of oh) (z) = z 

implique f(h(z)) = h(z). 
C.Q.F.D. 

Le théorème de Kukutani étend l'existence d'un point fixe aux 

correspondances fermées,à valeurs non vides et convexes d'un sous-ensemble convexe 

compact X de Ri dans lui-même ou, ce qui revient au même, aux correspondances 
. t' , · t( 1J , semi-con inues superieuremen a valeurs convexes, fermees de X dans X. Lorsque 

le convexe compact X est un p - simplexe S de Ri·, ce théorème peut se démontrer p 
en approchant la correspondance par des fonctions continues construites, par 

linéarité affine, à partir de valeurs choisies dans les images des sommets des 

subdivision barycentriques successives du complexe constitué par l'ensemble 

des facettes du p - simplexe S . Le théorème s'étend ensuite par homéomorphisme 
p 

aux sous-ensembles convexes compacts quelconques de Ri. C'était d'ailleurs la 

procédure utilisée par S. Kakutani (1951). A cette méthode qui nécessite un nouvel 

appel aux notions de simplexe et de complexe dans R, nous préfèrerons ici 

une démonstration adaptée de F. Terkelsen (1974) et qui utilise la notion de 

partition continue de l'unité. ./. 

(i) Les définitions, supposées connues, de la fermeture et de la semi-conti
nuité supérieure pour une correspondance définie dans un espace topolo
gique X, à valeurs dans un espace topologique Y, sont rappelées, plus 
loin, au début du paragraphe IV. / 
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Définition 1, 

Etant donnée une famille finie (A.). 
1 

de parties d'un i i= ... r 
espace topologique X, on appelle pa.n;t,i,ü,on eonünue de l'unlté,6aible..ment 

J!iubo11..do,nnée à la. 6a.rn-i.ile (Ai)i= 1 ... r' to~te famille (fi\= 1 ... r de 

fonctions numériques~ D, définies et continues dans X, vérifiant : 

- \fi= 1 ... r, 

\f X E X 

f. (x) = D pour x t A. 
l. l. 

r 

l 
i=1 

f. (x) = 1, 
l. 

On appelle paJLt.i.tion eontinue de l'unlté,.6ubo11..donnée à la. 

6a.rn-U.le (A.). 
1 

, toute famille (f.). 
1 

, de fonctions numériques~ 0, i i= ... r i i= .•• r 
définies et continues dans X, vérifiant 

- \f i = 1 , .•. , r, supp ( f. ) c A. 
l. l. 

où supp(f.) désigne le .6uppo'1..t de la fonction f., c'est-à-dire l'adhérence 
l. l. 

dans X de l'ensemble des x EX tels que f. (x) i 0, 
l. 

r 
- \f X E X, l 

i=1 
f. (x) = 1, 

l. 

L'existence pour un recouvrement ouvert fini (Ui)i E J (J ensemble 

d'indices fini) d'un espace topologique compact X d'une partition continue 

.6ubo11..donnée à ce recouvrement est un résultat classique de topologie 

générale, Nous ~tiliserons le plus souvent ci-dessous l'existence d'une 

partition continue de l'unité 6aible..ment .6ubo11..donnée au recouvrement fini, 

résultat plus faible et de démonstration immédiate si X est un espace 

métrique( 1 ) (donc, par exemple, si X est un sous ensemble compact de IZ'). 

Proposition 2 (Théorème de Kakutani) 

Si X est un sous ensemble non vide, convexe et compact de R1-, 
toute correspondance f : X -:r X, semi-continue supérieurement 

sur X et à valeurs non vides convexes et fermées,admet un point 

6ixe c'est-à-dire un point x EX, tel que x E f(x) • 

. I. 
- -----------------------. --------

(1) Si d est la distance sur X, il suffit, en effet, 
i 

i E J a..(x) = d(x, X\U.) et rl(x) =-a.....,,_(x_) __ 
l. l. • 'i a,i ( X ) 

:i.EJ 

de poser pour tout 

. La famille (S.). J 
l. l.E 

est une partition continue de l'unité,faiblement subordonnée au 
recouvrement (U.). ·J 

l. l.E 
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Démonstration 

Soit un recouvrement de X par la famille des boules ouvertes 

un point 
r 

x de X et de rayon E: , Puisque X est 
r . 

compact. il existe centrées en 
1 2 

X , X ., • • •., E: E: . xE: E: dans X. tels que 

continue de l'unité (a
1

). 
1 

X c i~t B0 (x~. E:) et il 

faiblement subordonnée 

existe une partition 

au recouvrement 
E: i= , • ,rE: 

i . 
(X nB (x. E:)). 

1 
de X, Si 

o E: i= ••• rE: 
on peut définir une fonction f. E: 

f (x) = 
E: 

i on choisit~ i = 1,,,r . y • E: E: 
continue, de X dans lui même 

r 
E: 

I 
i=1 

E: 
Soit. en vertu du théorème de Brouwer. x un point fixe de f. E: 

On a les relations 

E: 
X = et 

i E: E: 
a (x ) / 0 => x E E: 

Soit alors (E) une suite de nombres positifs. décroissants et 
E: n 

tendant vers O et (x D) la suite des points fixes des fonctions f que l'on 
En 

peut définir par la procédure qui vient d'être exposée. Puisque X 

est compact, on peut supposer que la suite (xE:n) tend vers x0
E X, On va 

0 montrer que x est un point fixe de la correspondance f. 

0 
Si. en effet. x n'appartient pas à l'ensemble convexe fermé 

.J> o , · ième fl r (x ), il resulte du 2 théorème de séparation dans R (possibilité 

de séparer strictement par un hyperplan un ensemble convexe fermé et un 

ensemble convexe compact) qu'il existe p 
fi, 

E R et a E R tels que : 
0 

~ Z E 
0 p.x < a et p.z > a 'f (x ) . 

Puisque la correspondance f est semi-continue supérieurement. 
0 il existe E: > 0 tel que: x E B

0
(x. E:) =>p,z > a ~ z E 'f(x). 

E: 
Soit alors tel n E: 

et d(x 
:.n xo) E: 

n que n > n => E: < < 
0 0 2 2 

r 
En fh i En 

yi Yi f(xi ) Pour tout n > n • on a X = a (x ) avec E 
0 E: En En En i=1 n 

./. 

et 
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E: E: i ai n) -/ 
n n, 

X (x 0 => X E B (x · , E: J n => 
E: 0 E: 

n n 

d(/ i En E: 
XO) d(x n xo) n E: , f d (XE: , X ) + , < E: + - < E: • 

E: n 2 n 

On en déduit 
• E: • 

\f n > n , a 
1 

( x n) -/ 0 => p. z > a , \f z E 't' ( x 1 

0 E: E: n n 

E: 
n de sorte que : \f n > n, p.x > a. 

0 

0 Par passage à la limite lorsque n tend vers l'infini, on obtient p.x ~ a, 
0 

ce qui est contradictoire avec p. x < a . 

C.Q.F.D. 

Le théorème de Kakutani-Fan( 1 ) étend le théorème de Kakutani 

aux correspondances définies et à valeurs dans un sous-ensemble convexe 

compact d'un espace vectoriel topologique réel,localement convexe 

séparé. La démonstration de cette extension est empruntée à C. Berge (1959). 

Proposition 3 (Théorème de Kakutani-Fan) 

Soient E un espace localement convexe séparé et X un sous-ensemble 

convexe compact de E. Toute correspondance f: X+ X, semi-continue 

supérieurement et à valeurs non vides, convexes, fermées admet 

un point fixe, c'est-à-dire un point x E X vérifiant x E 'f (x). 

Démonstration. 

Soit ~le système fondamental de voisinages de O dans E, formé 

des voisinages de O qui sont convexes, symétriques et fermés. On va commencer 

par montrer l'existence pour tout V de V'd'un point xV dans (f (x) + V). 

Soit, en effet, VE \r. Puisque X est compact, il existe 

. /. 
(1) Cf. Ky Fan (1952) et aussi Glicksberg (1952). 
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un recouvrement ouvert fini de X: X C 
i 0 

u ({xV} + V) et une partition 
i=1 

de l'unité (aVi). 1 faiblement subordonnée au recouvrement 
1= ••• r 

V 
. 0 

( X n ( { X~ } + V) ) i = 1 • • • r 
V 

Désignons par KV le polyèdre convexe engendré par 
1 2 rv { xv, xv, .•. , xv et par 'l'V la correspondance : KV + KV, définis · 

par : 'l'v ( x) =. Kv n ( 'f ( x) + V) . 

Par construction, la correspondance 'fV est à valeurs convexes 

et fermées. 

Si 
i i 

av(y) xvE Kvn ('f(x) +V) puisque 

i i O i 
av(Y).;, D=> Y E {xv }+ v =>xv E 'f(x) + v la correspondance 'fv est 

donc à valeurs non vides. 

Enfin, puisque 'fV est définie sur un compact et à valeurs dans 

un compact, pour démontrer la semi-continuité supérieure de 'fv, nous 

allons vérifier que le graphe G'I' de 'l'V est fermé. 
V 

Soit. (x, ~) un point adhérent à G'l' dans KV x Kv· 
V 

Puisque la topologie induite par la topologie de E sur la variété linéaire 

affine de dimension finie engendrée par KV coïncide avec la topologie 
n n euclidienne usuelle, il existe deux suites (x) et (y) de points de 

KV, convergeant respectivement vers x et y et vérifiant 

\/ n entier, xn E KV et yn E KV n ( f (xn) + V). 

D t 
, . n n n peu ecrire y = z n n E f (x ) et t E V. 

Puisque X est un sous-ensemble compact de E et, en remplaçant éventuellement 

la suite (zn) par une suite partielle extraite de (zn) et convergeant 

vers un point·z E X, on a: tn-+ t EV, zn-+ z E 'f(x) et Y=z+tdKVn ( f(x)+V)), 

ce qui montre que (x, y) E ~ et que G.'I' est fermé. 
V V 

./. 
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Toujours parce que KV est de dimension finie et peut ainsi 

être plongé dans un espace euclidien, on peut appliquer à ~V le théorème 

de Kakutani : il existe xv E ~V(xv) = Kv n(f(xv) + V), 

A tout V de lf, associons maintenant le sous-ensemble X 

F V = { x E X/x E f ( x) + V }. 

Si x t. FV, c'est-à-dire si le sous-ensemble compact {x} et 

le sous-ensem9le fermé (f(x) + V) de E sont disjoints, puisque E est 

localement convexe, il existe Li et W E ü'(o) tels que : 

( { X } + Li) n ( 'f (x) + V + W) = cp 

Puisque~ est semi-continue supérieurement, soit Li' E îJ'(o) tel que 

x' E .{x }+ Li'=> f (x')c 'f (x) + W 

x•E({x }+ (Li nU')) => x' f/ f (x') + V, ce qui montre que FV est fermé, 

Il résulte d'autre part de ce qui a été démontré plus haut 

que FV / cp et que toute intersection finie:· 

F
1

n ... nf 
V Vr 

r 
{ x E X/x E n ('f(x) + Vi)} , puisqu'elle contient 

i=1 

{ X E X/ X E 'f ( X ) + 

r 
n 

i=1 
Vi}, est non vide, Appliquant à l'ensemble compact X 

la propriété d'intersection finie des sous-ensembles fermés de X, on obtient 

3 X E X, X E n ('f' (X) + V) 
V E1J' 

Enfin, puisque lrest un système fondamental de voisinages de 0 

dans E et par séparation d'un fermé et d'un compact dans un espace localement 

convexe, on en déduit : x E 'f (x). 

C,Q,F,D, 

III. DU LEMME DE KY-FAN AU THEOREME DE KAKUTANI-FAN, 

Le lemme K.K,M., qui a permis dans le paragraphe II de démontrer 
t 

le théorème de Brouwer, associe aux (p+1) sommets d'un p - Simplexe de R 
t 

une famille de sous-ensembles fermés de R dont l'intersection est non vide 

,/. 
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si chacune des facettes du simplexe est contenue dans la réunion des 

fermés d'indices correspondant aux indices des sommets de la facette. Il 

est possible de donner de ce résultat une formulation, désignée sous le nom 
( 1) î 

de lemme de Ky-Fan, qui remplace R par un espace vectoriel topologique 
. t 

quelco'nque E et les (p+1) points affinement indépendants dans R par un 

sous-ensemble quelconque de E. 

Proposition 4 (Lemme de Ky-Fan). 

Soit X un sous-ensemble d'un espace vectoriel topologique E 

et soit, pour tout x de X, F(x) un sous-ensemble fermé de E. 

Si les deux conditions suivantes sont satisfaites 

- pour tout sous-ensemble fin1{x 1 , x2 , ... , xP} de X, l'envelop

pe convexe des points x1 , ... , xp vérifie 

conv ( {x 1 , 2 
X ., • • •, 

p 
C U 

1=1 

- il existe z E X tel que F ( z) soit compact 

alors : 

Démonstration. 

n 
XEX 

f(x) ! cp. 

Puisque l'un des F(x) est compact, il suffit de démontrer que 
r i toute intersection finie n f(x) est non vide. 

1=1 

r-1 t 
Pour cela, soit S le (r-1) simplexe de R /( t ~ r) 

qui a pour sommet les r premiers vecteurs de la base naturelle de R
1 

e1 = (1, 0, ••• , 0), ••• , i = (0, 0, ••. , 1). La fonction h: Sr-1 -+ E, 

qui a tout point 
r i 
l a. e (a.~ 0, 1=1, .•• ,r et 

1~1 l l 

(1) Cf. Ky Fan (1961). 

r 

l 
1=1 

a. 
l 

= 1) de sr-1 

. I. 
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r 
fait correspondre le point: h( I 

i=1 

r i 
l ai x , est continue 

i=1 
i -1 i Jl 

et les ensembles G = h (F(x )) sont des sous-ensembles fermés de R • 

Pour tout sous-ensemble {i
1

, i
2

, ••• , iq} de l'ensemble d'indices{1, .•. ,r} 

r 
n 

i=1 

i. 
conv ((eJ). ) 

J=1, ... ,q 
C: car 

i. / ;t. q i. 
z € conv ((e J) ._

1 
J => h(z) E conv ((x J) ._

1 
) c: u F(x J) 

J- ... q J- .• ,q j=1 

-1 
=>z Eh ( 

q 
u 

j =1 

Il résulte donc du lemme K,K.M. 

q 
C: u 

j =1 

r 
n 

i=1 
Gi F ~, d'où l'on déduit 

C.Q.F.D. 

La démonstration de la proposition 4 contient implicitement 

le résultat suivant, signalé par Sonnenschein (1871) : 

Corollaire (Sonnenschein). 

Soient {a0
, a 1 , ... , ap} (p+1) points de RJl (non nécessairement 

affinement indépendants) et F0
, F1 , ... , Fp une collection de (p+1) 

sous-ensembles fermés de RJl. Si pour tout sous-ensemble 

alors 

i} de l'ensemble d'indices {O, 1, ... , p} 
r 

\ i1 
conv( {a , a 

p 
n 

i=O 

., ... ., 
i 

r a } ) c: 

r 
u 

k=O 

on a 

Le lemme de Ky-Fqn permet une démonstration immédiate de la 

proposition 5. 

. /. 
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( 1 ) 
Proposition 5 (Browder-Fan) , 

Soit X un sous-ensemble convexe compact d'un espace vectoriel 

topologique séparé (non nécessairement localement convexe). 

Toute correspondance 'f: X+ X à valeurs convexes, non vides, 

vérifiant l'hypothèse de continuité suivante : 

1 . 
V y EX, f- (y) est ouvert dans X 

admet un point fixe, c'est-à-dire un point x EX tel que x E f(x). 

Démonstration, 

Supposons que f n'admette pas de point fixe. 

Pour tout Y EX, posons F(Y) = 
{' 1 
bX~ (y)· Quel que soit y, 

F(Y) est un sous-ensemble fermé de l'espace topologique compact X. 

Soient d'autre part { Y 1 , y2, ... , yP } un sous-ensemble fini de X et 
. p i 

z E conv( {y
1

} i=
1 
•.. p). Si z n'appartenait pas à u F(y), on aurait 

i=1 
V i = 1, ... , p, z E 'f- 1 (/L c'est-à-dire V i = 1, ... , p, / E 'f(z) 

et, par convexité de ~(z), z E f(z), ce qui serait contraire à l'hypothèse 

faite surf. Les deux hypothèses du lemme de Ky-Fan sont donc vérifiées 

et n F(Y) I ~. Soit alors x E 

YE X 
à une contradiction. 

n F(y) ; f (x) = ~. On aboutit ainsi 
YEX 

C.Q.F.D. 

Dans la littérature économique, la correspondance ,p est parfois 

interprétée comme une correspondance sur X faisant correspondre à tout 

x de X le sous-ensemblef (x) des éléments de X qui sont (strictement) 

préférés à x. L'absence de point fixe paraissant une hypothèse raisonnable 

pour une correspondance de préférence (irréflexivité de la préférence stricte), 

la proposition 5 peut alors être interprétée comme un théorème d'existence 

d'uri élément maximal, c'est-à-dire d'un élément x tel que 1f(x) = ~ . 

. /. 
(1) Le résultat apparaît pour la premiere fois, sous une forme différente 

et avec une hypothèse d~ continuité plus forte (le graphe de f est 
ouvert dans X x X) dans Ky-Fan (1961), On trouve l'énoncé de la 
proposition 5 dans Browder (1968) et Ky-Fan (1972), 
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La dualité des significations du résultat apparait dans le corollaire 

suivant qui renforce légèrement l'énoncé, comme le permet la démonstra

tion qui a été donnée de la proposition 5. 

Coroll~ire 1 (Bergstrom (1975)) 

Soit X un sous-ensemble convexe compact d'un espace vectoriel 

topologique séparé E, Pour toute correspondance : X +X vérifiant 

l'hypothèse de continuité:\;/ y EX, 'f-1 (y) est ouvert dans X, 

ou il existe XE conv ( 'f (x)). ou il existe X tel que 'f (x) = ~. 

Il est intéressant de noter que l'on peut, en suivant Browder 

(1968), donner du corollaire de la proposition 5 une démonstration directe 

à partir du théorème de Brouwer. 

Démonstration. 

Supposons que pour tout x EX, f (x) I ~, 

Considérons la correspondance 'l' : X+ X définie par 'l' (x) 

On a évidemment:\;/ xEX, 'l'(x) I ~. Si d'autre part, YEX et x E 

on a : y= ~ ci ? avec i E 'f(x) et a.. ~ 0, \;/ i = 1 .... , p,et 
1 

Ï 
i=1 

a.. = 1 
1 

i=1 

étant ouvert 

dans X, 
p 1 . 
n f- ( Y1

) est ouvert dans X, contient x et vérifie 
i=1 

p 
x' E n f- 1 (yi) => YE 'l'(x') c'est-à-dire x' E ,-1

(y), 

i=1 

= conv('f(x)), 
-1 'l' ( y) • 

Les ('l'- 1 (Y)) X constituent ainsi un recouvrement ouvert qe yE 
X dont on peut extraire, puisque X est compact, un recouvrement fini : 

r 
X = u ,-1(Yi). 

i=1 
./. 
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i 
Soit (a) une partition continue de l'unité faiblement i=1, •. r 

subordonnée à ce recouvrement. Désignons par K le polyèdre convexe 

engendré par les points 

tinue aéfinie par: p(x) = 

1 2 r 
y , 't , ... , y et par p : K -+K la fonction con-

L J-cx) y1
, 

i=1 

Puisque la topologie induite par la topologie de E sur la 

variété linéaire affine de dimension finie engendrée par K coïncide 

avec la topologie euclidienne usuelle, on peut appliquer à p le théorème 

de Brouwer. Il existe x e K, tel que x = p(i) = 
~ i - i l. a (x) y • 

i=1 

On en déduit x e conv ( 'f (i)). 

C.Q.F.D, 

On peut enfin, comme le font Borglin et Keiding (1976) renforcer 

le résultat du corollaire 1 comme théorème d'existence d'un élément 

maximal,puis en déduire une démonstration du théorème de Kakutani-Fan. 

Définition 2. 

Une correspondance f: X-+ X est dite Ky-Fan majo~é~ s'il 

existe une correspondance f: X-+ X vérifiant les hypothèses : 

\;/ z e X, z 1- conv f(z) (1) 

-1 
't/ y e X, f (y) est un sous-ensemble ouvert de X. (2) t telle 

que pour tout x de X on ait : 'f (x) c f(x). 

La correspondance f qui majore 1 est alors dite K-F . 

. /. 
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Définition 3. 

Une correspondance f: X+ X es~ dite loeal.emen.t Ky-Fan majo~ée 

si.pour tout x de X tel quef[x) I t il existe un voisinage ouvert 

U de x et une correspondance f X+ X vérifiant les hypothèses (1) 
X X 

et (2) de la définition 2 et telle que pour tout z de U on ait : 
X 

f (z) c t (z). 
X 

Naturellement, si une correspondancef est Ky-Fan majorée, 

il existe alors, en vertu du corollaire 1 de la proposition 5, un 

élément x de X tel que 'P Cx) = <p. Le corollaire suivant montre qu'il 

en est de même pour une correspondance localement Ky-Fan majorée( 11 • 

Corollaire 2 (Borglin-Keiding). 

! Soit X un sous-ensemble convexe compact d!un espace vectoriel to-

pologique séparé. Pour toute correspondance f de X dans X, 

loeal.emen.t Ky-Fan majo~ée, il existe X E X tel que f (x) = •. 

Démonstration. 

Supposons en effet que f (x) I <p pour tout x de X. 

Les voisinages ouverts (dans X) U de x associés aux correspon
x 

dances 'x qui majore nt dans Ux la correspondance f, constituent alors, 

un recouvrement ouvert de X dont on peut extraire, puisque X est compact, 
r 

un recouvrement fini : X= u 
i=1 

U. Soit (ai) une partition continue de 
X . 

l'unité subordonnée au recouvrement (U i). 
1 

. Les supports 
X i= • • • r 

Fi= supp(ai) = {x E X/ai(x) > 0} de chacune des fonctions ai constituent 
r 

un recouvrement fermé de X : X= u 
i=1 

Fi vérifiant : ~ i = 1, ... r, 

. /. 

(1) Borglin et Keiding (1976) montrent d'ailleurs que si X est un sous
ensemble d'un espace vectoriel topologique mé.bu..6able, toute correspon
dance localement Ky-Fan majorée est globalement Ky-Fan majorée. 
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Soient alors les correspondances suivantes définies sur X 

et à valeurs dans X : 

'l'i' (x) = 

r 
'l'(x) = n 

i=1 

'l' i(x) 
X 

X 

i 'l' (X) ' 

si X E Fi 

si X (. Fi 

Chacune des correspondances 'l'i vérifie la condition de continuité 

de la proposition 5 ou de son corollaire 1, 

i -1 Soient en effet, y E X et x E ('l' ) (y), 

Six~ Fi. (X Fi est un voisinage ouvert (dans X) de x et 
r i i i -1 X ' E L X F => 'l' ( X ' ) = X => X ' E ( 'l' ) ( y ) • 

Si x E Fi, (U n ( 'l' . ) - 1 
(y)) est un voisinage (dans X) de x 

i l 
X X 

et x' E (U . n ( 'l' .)-1 (y)) i =>'l' (x') 
l l 

X X 
'l' .(x') ou X,selon que x' 

l 
X 

appartient ou n'appartient pas à Fi, Dans les deux cas, x' E ('l'i)- 1 (y). 

'l' -1 (Y) 

I 1 en est de même de la correspondance 'l' car si y E X. 
r 
n 

i=1 

Enfin il n'existe pas d'élément X appartenant à conv('l' (x)), 

car X ECOnv( 'l'(x)) :>XE n conv('l' .(x)) ce qui contredit les propriétés - . xi , 

de la correspondance 'l' . 
l 

X 

XEFl . 
- i pour i tel que x E F. 

On déduit alors du corollaire 1 de la proposition 5 l'existence 
= de x tel que 'l' c x) _n . 'l' i (x) = c/> • 

XEF 1 
X 

Puisque :. E Fi implique f (x) C 'l' i (x), il en résulte 'f (x) = c/>, 

X 

contrairement à l'hypothèse faite sur -p. 
C.Q.F.D • 

. /. 
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Corollaire 3 (Kakutani-Fan) 

Soit E un espace localement convexe séparé et X un sous-ensemble 

convexe compact de E. Pour toute correspondance y: X+ X, semi

continue supérieurement et à valeurs convexes fermées, ou il 

existe X E i (x), ou il existe X tel que 'f (x) = cp • 

Démonstration. 

Il suffit de vérifier que si pour tout x de X, x i. f (x), 'f 
est alors localement Ky-Fan majorée. 

Supposons, en effet, que pour tout x de X, x i 'f (x), et so-it 

x dans X tel que f (x) / cp. Puisque E est localement convexe et puisque 

If (x) est fermé, il existe U' , voisinage ouvert (dans X), de x et V voisinage 
X X 

convexe de D tels que : 

X ' E u ' => X ' i 'f (X) + V • 
X X 

D'autre part, puisque f est semi-continue supérieurement sur X, 

il existe U",voisinage ouvert de x, tel que : 
X 

x' E U" => f (x') c 'f (x) + V 
X X 

Pour chaque x de X tel que f (x) / cp , la correspondance 

est ainsi majorée, dans le voisinage (U' n U") de x, par la correspondance 
X X 

w 
X 

: X+ X définie par W (x) = f(x) + V , correspondance qui satisfait 
X X 

aux hypothèses (1) et (2) de la définition 2. 

On déduit alors du corollaire 2 l'existence de x dans X 

tel que i (x) = cp • 
C.Q.F.D . 

. /. 
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IV. LE THEOREME DE NON SEPARATION ET SES CONSEQUENCES 

Avant d'établir des théorèmes de point fixe plus forts que le 

théorème de Kakutani-Fan, revenons sur la définition de la continuité pour 

uns correspondance. 

Soient E et F deux espaces topologiques et y> uns correspon

dance définis sur E et à valeurs dans F. 

Rappelons qu'on dit que ~ est -0em,l-c.on..ünue -0upétt..,[ewr.emen,t 

(en ab~égé -0.c..-0.) au poin,t x0 de E si pour tout ouvert V dans F 

contenant ~(x0
), il existe un voisinage de x0

, U El1 (x0
) tel que 

XE LJ => f(x) c V 

~ est dits -0.c..-0. -0Wt E si f est s.c.s. en tout point de E. 

On dit également que f est n~mée sur E si son graphe 

G~ ={tx, y) E Ex F / y E f(x)} est un sous-ensemble fermé de Ex F. 

Les propriétés de la semi-continuité supérieurs des correspon

dances sont classiques et établies dans Berge (1959), Essentiellement, si 

f est à valeurs fermées dans un sous-ensemble compact Y de F, les 

propriétés pour f d'être s.c,s. et fermés sont équivalentes, Si f est 

s.c.s. et à valeurs compactes, et si X est un sous-ensemble compact de 

E, 'f (X) est un sous-ensemble compact de F. 

Lorsque F est un espace vectoriel topologique séparé, on peut 

introduire les deux définitions suivantes dont la première est dus à 

Ky Fan (1969) et la deuxième à Cornet (1975). 

Définition 2. 

On dit que tf est de,m,l-c.on..ünue -0upWewr.emen,t (d.c..-0. J au 

poin,t x0 de E si pour tout demi-espace ouvert W de F contenant 

'f(x0
), il existe un voisinage U EÎJ(x0

) tel que: xEU ==>f(x) c W . 

. /. 
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Autrement dit, ~ est demi-continue supérieurement au point 

si pour toute forme linéaire continue p sur F et pour tout nombre 
0 réel a. tel que p(y) < a. V y E ~(x ), il existe un voisinage 

U E "ll'cx0 J tel que x EU=> p(y) < a. V y E f(x) (ou encore si pour 

0 
X 

toute forme linéaire continue p sur F et pour tout nombre réel B tel 

que p(yJ > B 0 V y E lf ( X ) , il existe un voisinage U E lTCx0
) tel que 

x EU=> p(y) > B V y E f(x)). 

Définition 3. 

On dit que ~ est héml-eont.lnue -0upé.Juewr.ement (h.e.-0.) au point 
x0 de E si pour toute forme linéaire continue p sur F et pour tout nombre 

réel a. tels que sup p(y) < a. 
yE'i°( XO) 

(resp. pour tout nombre réel B tel 

que inf p(y) > BJ 
yE'f(x0 J 

sup p(y) < a. (resp. 
yEY'(xJ 

Autrement dit 

il existe U E tr (x0
) 

inf p(yJ > B), 
YE'f (X) 

tel que XEU=> 

'f est hémi-continue supérieurement au point 

de E si et seulement si pour toute forme linéaire continue p sur F 

Q 
X 

la fonction réelle x + cr (x) = 
p 

sup 
YEf(x) 

p(y) est semi-continue supérieu-

0 rement au point ·X (ou encore si la fonction réelle x + T (x) = inf p(y) 
p YE'f(x) 

est semi-continue inférieurement au point 0 
X ). 

On notera que si deux correspondances définies sur E et à 

valeurs dans F sont h.c.s. au point x0
• il en est de même de la corres

pondance À f + µ 'l', pour À et µ réels. On a, en effet 

sup 
ydÀ\f'+µ'l') (x) 

p(y) = sup 
YEf(x) 

Àp(y)+ sup 
yE'l'(x) 

µ p (y) 

et la semi-continuité supérieure de la fonction x + sup p(y) 
ydH+µ'l') (x) 

résulte de la semi-continuité supérieure des fonctions 

x + sup À p(y) 
YE'f (X) 

et x + sup µ p(y). 
YE'l'(x) 

./. 
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Bien entendu, ~ est dite de.mi-conti..nue JupéM.eWLe.ment (resp. 

héml-conti..nue Jupé!UeWLement) sur E si 1 est demi-continue supérieure

ment (resp. hémi-continue supérieurement) en tout point x de E. 

Il ressort de l'énoncé même des définitions que la semi-continuité 

supérieure implique la demi-continuité s~périeure et que la demi-continuité 

supérieure implique l'hémi-continuité supérieure. 

Si~ est à valeurs compactes, les deux notions de demi-continuité 

et d'hémi-continuité coïncident. 

Enfi'n si F est localement convexe et si 'f est h,c.s. à valeurs 

convexes fermées dans un sous-ensemble compact fixe de F, ~ est s.c.s. 

La proposition que nous allons établir est une variante d'un 

théorème de Ky Fan (1972) qui l'établit pour des correspondances demi

continues. Nous allons démontrer le même résultat pour des correspondances 

hémi-continues au prix d'un renforcement des hypothèses faites sur les 

images de ces correspondances. 

Rappelons auparavant que deux ensembles A et B d'un espace 

vectoriel topologique E sont dits JépaJtU pait un hypVl.plan oeJuné s'il 

existe une forme linéaire continue p sur E et un nombre réel a tels 

que: 

p(x) :::; a \I X E A et p(y) ~ a \/ y E 8 

A et B sont dits -0.tJude.ment .6 épaJtU paA un hypVz.plan oeJuné 

s'il existe une forme linéaire continue p sur E et un nombre réel a 

tels que 

p(x) < a \I X E A et p(y) > a \/ y E B 

Proposition 6. (Théorème de non-séparation) 

Soient X un sous-ensemble non vide convexe compact d'un espace 

vectoriel topologique séparé E et 'f et 'i' deux correspondances 

h.c.s. définies sur X dont l'une est à valeurs non vides dans E 

et l'autre à valeurs non vides compactes dans E et qui vérifient 

en outre la condition suivante 

pour toute forme linéaire continue p sur E 

A(X, p) {x EX/ p(x) 

et v E 'i' (x) tels que 

max p(y)} ,il existe 
YEX 

p(u) :::; p(v). 

et pour tout 

U E 'f' (X) 

./. 
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Alors il existe XE X tel que f(x) et f (x) ne puissent 

pas être séparés. strictement par un hyperplan fermé. 

Démonstration. 

Supposons la conclusion fausse. 

Puisque l'une des deux correspondances est à valeurs compactes, 

quel que soit x EX il existe une forme linéaire continue p sur E 

telle que sup 
yd(x) 

p(y) < inf p(y). 
YE'f'( X) 

Pour toute forme linéaire continue p, posons 

V(p) = {z E X / sup 
yEf(z) 

p(y) < inf p(y)}. 
yE'f( Z) 

Il résulte de ce qui précède et de l'hémi-continuité supérieure 

de f et de f que les V(p) forment un recouvrement ouvert de X dont 
1 on peut extraire, puisque X est compact, un recouvrement fini : V(p ), 

2 r V(p ), ••. , V(p ). Soit (ai). une partition continue de l'unité 1=1, ••• ,r 
faiblement subordonnée au recouvrement i 

(V(p ))i=1, ... ,r 

Définissons une correspondance E;, : X -+ X par 
r i i E;,(x) =.{ y E X / E a (x) p (y - x) > O} 

i=1 

E;, est à valeurs convexes et il résulte de la continuité des a 

i -1 r i i etdesp que,pourtoutydeY,E;, (y)={xEX/ I: a(x)p(y-x)>O} 
i=1 

est ouvert dans X. Par construction, E;, n'admet pas de point fixe. Il 

résulte alors du corollaire 1 de la proposition 5 qu'il existe x EX 
tel que ~cxJ = cj>' c'est-à-dire tel que : 

r 
i - i 

E a (x) p (y - xJ :;; o, \/ y E x. 
i=1 

Si on pose p = 
r i - i 
I: a (x) p, on en déduit X E A(X, p). 

i=1 

Soient alors, conformément à l'hypothèse faite dans l'énoncé de 
la proposition 6, U E'f>(x) et VE f(x) tels que: p(u) :,;p(v) . 

. /. 

i 
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j - V(pi) pi(y) i 0\ (X) ;;f Ü => X E => sup < inf p (y) 
yE'f'(xJ yE·tcxJ 

d'où l'on déduit p(v) :,; sup p(y) < inf p(y) :,; p( u) 
yd(xJ yd'(x) 

On aboutit ainsi à une contradiction. 

C.Q.F.D. 

Puisque dans un espace localement convexe, un ensemble convexe 

fermé non vide et un ensemble convexe compact non vide, s'ils sont disjoints, 
peuvent toujours être strictement séparés par un hyperplan fermé, on dé-
duit immédiatement de la proposition 6 la proposition suivante. 

Proposition 7. 

Soient X un sous-ensemble non vide, convexe, compact d'un 

espace localement convexe séparé E et ..P et 'il deux correspon-

dances X~ E, h.c.s., dont l'une est à valeurs non vides 

convexes fermées et l'autre à valeurs non vides, convexes, com

pactes et qui vérifient en outre la condition suivante : 

Pour toute forme linéaire continue p sur E et pour tout 

de A( X, p) = {x EX/ p(x) = max p(y)} il existe U E 'f(x) 
YEX 

V E 'if (X) tels que p(u) :,; p ( v). 

Alors il existe X E X tel que ..P(x) n 'il cxJ ;;f cf> . 

Les différents corollaires de la proposition 7 seront obtenus 

en particularisant l'une des correspondances fou 'il • 

X 

et 

Si 1 'on identifie i' ou 'il à 1 'application identique de X , on 
obtient une variante h.c.s. d'un théorème de Ky Fan (1972) dont le théo
rème de Kakutani-fan est un cas particulier. 

Pour l'énoncer, nous devons introduire deux définitions qui 
explicitent pour la deuxième correspondance la condition de la proposi-
tion 7 dans chacun des cas 'il= I ou 

X 

.!. 
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Définition 4, 

Si X est un sous-ensemble conve~P. compact d'un espace vectoriel 

topologique séparé E, une correspondance f: X+ E, à valeurs non vides, 

est dite inwaJz.d si, pour toute forme linéaire continue p sur E et pour 

tout x 

tel que 

de A(X, p) = {x EX/ p(x) = max p(y)}, il existe Y E 'f(X) 

p(y) ::;; p(x). YEX 

En particulier, si test à valeurs dans X, ~est inward. 

Définition 5. 

Si X est un sous-ensemble convexe compact d'un espace vectoriel 

topologique séparé E, une correspondance f X+ E à valeurs non vides 

est dite outwaJz.d si pour toute forme linéaire continue p sur E et pour 

tout x 

tel que 

de A(X, p) = {x EX/ p(x) = max p(y)}, 

p(y) ~ p(x). YEX 

D'où le corollaire 

il existe y E 'f(X) 

Corollaire 1, 

Soit X un sous-ensemble non vide, convexe, compact d'un espace 

localement convexe séparé E. Toute correspondance ~ : X+ E à 

valeurs non vides, convexes et fermées, h,c.s. et inward ou 

outward, admet un point fixe, c'est-à-dire un point x EX tel 

que XE 'P(x) • 

Le corollaire 1 contient le théorème de Kakutani-Fan puisque une 

correspondance ~: X+ X s.c.s. et à valeurs non vides convexes fermées 

est h,c.s. et inward. Il serait sans objet de chercher à remplacer dans 

l'énoncé du théorème de Kakutani-Fan la semi-continuité supérieure de 'f' 

par l' hémi-continuité supérieure de 'f' puisque 'f h. c. s. et à valeurs 

fermées dans le compact X serait alors s.c.s. 

Si on identifie f à la correspondance constante qui a tout x 

de X fait correspondre {O} ou à la correspondance constante qui à tout 

x de X fait correspondre le cône polaire P0 dans E d'un cône convexe 

P contenu dans le dual topologique E' de E (E' est l'ensemble des 

formes linéaires continues sur E), on obtient les deux corollaires 

suivants : 

./. 
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Corollaire 2, (Cornet) 

Soit X un sous-ensembie non vide convexe compact d'un espace E 

localement convexe séparé. Si une correspondance 'f : X+ E 

h,c.s., à valeurs non vides, convexes fermées, vérifie la condition 

suivante : 

pour toute forme linéaire continue p sur E et pour 

tout x de A(X, p) = {x EX/ p(x) = max p(y)} il existe 
YEX 

u E 'fi (x) tel que p(u) ~ 0, 

alors il existe x EX tel que O E fCi). 
Cqrollai:ce 3, 

Soient X un sous-ensemble non vide, convexe, compact d'un 

espace E localement convexe séparé, E' l'espace vectoriel des 

formes linéaires continues sur E muni de la topologie faible 

cr(E', E) (11 , P un cône convexe fermé de sommet O dans E' et 

Po= {y E E / p(y) ~ 0, ~ p E P} le cône polaire dans E de P. 

Si une correspondance \f> X+ E, h,c.s. à valeurs non vides, 

convexes et eompadeJ.i vérifie la condition 

Pour tout p de p et pour tout X de 

A(X, p) = {x E X/ p(x) = max p(y)} 
YEX 

· H existe u E 'P(x) tel que p(u) ~ 0' 

alors il existe XEX tel 'f CiJ 0 que n P 7 cp. 

Démonstration. 

P0 est fermé dans E pour cr(E, E') et donc fermé dans E et 

la correspondance ~ : X+ E définie sur X par ~ (x) = P0 est h.c.s. 

à valeurs non vides,convexes,fermées. Soit d'autre part p E E'. Si p E P, 

si x E A(X, p) et si u E'f (x) vérifie p(u) ~ 0, on a : p(u) ~ p(O) 

(1) cr(E', E) est la topologie la moins fine rendant continues toutes les 
formes linéaires sur E' = p + p(x) lorsque x parcourt E. C'est 
u~e topologie.localement convexe, séparée (cf Bourbaki, E~paev., vec.t:o
Juei.,t, topolog~qu~. chapitre II, paragraphe 6). 

./. 
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et O E t(x) = P0
• Si pi P. puisque p00 

= P. on a p i p00 et il 

existe v' E P0 tel que p(v') 

u E 'f (x). Il suffit de prendre 

obtenir p(u) ~ p(v). LI E 'f (X) 

> o. Soient alors 
, . p ( u) . 

À~ max (O. p(v')) 

et 0 
V E f. ( X J = P , 

X E 

et 

A(X. p) 

V À V' 

et 

pour 

La conclusion du corollaire se déduit alors de la conclusion de 

la proposition 7. 

C.Q.F.D, 

On r~marquera que le corollaire 2 renforce l'énoncé que l'on 

obtiendrait en posant P = E' dans le corollaire 3 et que le corollaire 3 

pourrait se déduire du corollaire 2 en appliquant le corollaire 2 à la 

correspondance ~· définie sur X par : ~>(x) = ~(x) - P0
• 

Si E = Ri. E' s'identifie avec E. Si d'autre part X est la 

boule-unité B = {x E R,Q, / llxll ~ 1} et si p E E'. A(X, p) ={N} et 

la condition de chacun des deux lemmes s'interprète comme un affaiblissement 

de la loi de Walras pour une correspondance définie sur B et interprétée 

comme une correspondance d'excès de demande. On obtient ainsi les deux 

résultats suivants dans lesquels B désigne la boule-unité de R,Q, et s 
la sphère de centre 0 et de rayon 1 : s = {x E R,Q, / llxll = 1}. 

Corollaire 4. 

Si~ est une correspondance définie et hémi-continue supérieure

ment sur B et à valeurs non vides, convexes, fermées dans Ri, 

vérifiant la condition 

alors il existe p E B tel que O Er; (p). 

Corollaire 5. 

Si P est un cône convexe fermé de sommet O de Fr' et si 

r; est une correspo,ndance définie et hémi-continue supérieure

ment sur B n P et à valeurs non vides. convexes. QOmpae,tv., 

dans Ri. vérifiant la condition 

./. 
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l 'ri p ES n P, 

alors il existe p E B 

3 Z E Ç (p), p,z ~ Ü 

tel que - 0 s. (p) n P ~ ~-

Lorsque P est égal à l'orthant positif Rt de 
+ 

le corol-

laire 5 n'est autre qu'une variante h.c.s. d'un énoncé généralement appelé 

lemme de Gale-Nikaido-Debreu. Lorsque P est quelconque, le corollaire 5 

est une variante h.c.s. d'un résultat de Debreu (1956); comme C. Bidard 

(1975), et bien que cette forme généralisée soit peu citée dans la littéra

ture, nous pensons qu'il s'agit là du véritable énoncé du lemme de Gale

Nikaido-Debreu. On verra dans le chapitre II que le corollaire 4 peut être 

utilisé pour démontrer l'existence d'un équilibre transitif pour une éco

nomie d'échange sans hypothèse de libre disposition,de la même façon que 

le lemme de Gale-Nikaido-Debreu est utilisé pour démontrer l'existence 

d'un équilibre transitif avec libre disposition. 

Enfin si on identifie l'une des deux correspondances 'f' ou 'l' 

de la proposition 7 à la correspondance constante x + {y} où y est 

un point de X, on obtient le corollaire 6 dont le corollaire 7 est un 

cas particulier. 

Corollaire 6. 

Soient X un sous-ensemble non vide, convexe, compact d'un 

espace localement convexe séparé E et f une correspondance 

définie h,c.s. sur X à valeurs non vides, convexes fermées 

dans E. Si 'f est outwaJLd ou si 'f vérifie la candi tian : 

\/ p E E' et\/ X E A(X, p), 3 LI E 'f'(X) tel que p(u) ~ min p(z) 
ZEX 

(on dit alors que 'f est 6o!de.me.n;t iJ1WaJLd C 1 ) ) 

alors pour tout y de X il existe XE X tel que y E 'f (x) • 

Corollaire 7. 

Soit. X un sous-ensemble non vide convexe compact d'un espace 

localement convexe séparé E. Si ~ est une correspondance de 

(1) La définition est due à Cornet (1975). 
./. 
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X dans X, s.c.s. et à valeurs non vides convexes fermées 

vérifiant l'une des deux conditions 

V p E E' et V x E A (X. p) , 'f ( x) n A (X, p) ~ cf> 

VpEE' et VxEA(X,p), 'f(x)nA(X,-p)~cf> 

( 1 ) 

(2) 

alors X = 'f (X) = u 'f'(x) (on dit alors que 'f' est surjective). 
XEX 

La première partie du corollaire 7 généralise un résultat de 

Rogalski (197~) auquel elle est équivalente si E est de dimension finie 

Corollaire 8. (Rogalski) 

Si X est un sous-ensemble non vide, convexe, compact d'un 

espace localement convexe séparé E et si f est une corres

pondance de X -dans X semi-continue supérieurement, à valeurs 

non vides convexes fermées et vérifiant la condition 

Pour toute facette (2
) fermée F de X et tout x 

de F, f[x) n F ~cf>, alors ~ est surjective. 

On remarquera pour terminer avec Lasry-Robert (1974) que le 

corollaire 8 implique le lemme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz à partir 

duquel ont été tjémontrés tous les résultats de ce chapitre : 

·. a 1 p 
Soient, en effet, {a , a , .•. , a } • (p + 1) points affinement 

indépendants de Ri, et F0
, F

1 
••••• FP, (p + 1) sous-ensembles fermés 

de Ri vérifiant la condition 

V J c {O. 1, ••• J p}., conv 
iEJ 

C U 

id 

Si np Fi -- "'• ~ faisons correspondre à tout 
i=O 

x du simplexe P 

de sommets o 1 p 
a., a., ••• ., a le sous-ensemble de I = {O •••.• p} 

I(x) = {i/x i Fi}. 

(2) Pour la définition des facettes d'un ensemble convexe, voir Bourbaki, 
E~paŒe/2 vec:toJuel/2 topologique..o, chapitre II, paragraphe 7, prop. 1. 
En dimension finie, voir Rockafellar (1972), partie IV, section 18 • 

. /. 
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pc 
p 
u 

i=O 
I(x) ~· {O, 1, ... , p}. 

Définissons la correspondance f P + P par 

f Cx) = n conv C{aj}j~i) 
id(x) 

'Pest à valeurs non vides (si j i ICx), convexes, 

fermées, Par ailleurs si x' E P \ ( u Fi), I(x) c I(x') et f(x') c'P(x). 
iEI(x) 

Comme P\( u Fi) est un voisinage ouvert de x, ceci montre 
iEI(x) 

que ,P est s.c.s. Enfin si F est une facette de P, si x E F et si 

F 
X 

est la facette de P dont l'intérieur relatif contient X, il existe 

J tel que 
i 

F = conv ({a}. J). De la condition du lemme de Knaster-
X lE 

Kuratowski-Mazurkiewicz, on déduit successivement 

XE u Fi J 3 iE J, il I(x) ,aiE ('f'(x)nFx) c C'f(x) n F), 
iEJ 

Il résulte alors du corollaire 8 que 'f' est surjective, ce qui 

est absurde puisque les points de l'intérieur relatif de P n'appartiennent 

à aucun 'f (x). 

V, THEOREMES OSTENUS PAR SELECTION. 

Soit f une correspondance X + Y. Par .6é.le,c;tlon de 'f' , on 

désigne une fonction f telle que pour tout x de X, f(x) appartienne 

à 'f'(x). 

L'idée générale qui préside à la construction de ce paragraphe 

est d'obtenir des théorèmes de point fixe, d'élément maximal ou de surjec

tivité pour 'P en appliquant les théorèmes des paragraphes précédents, 

non plus directement à la correspondance 'f , mais à une sélection continue 

de ~ ou à une correspondance construite à partir d'une sélection 

continue de ~ .• 

Pour préciser les conditions dans lesquelles une telle construction 

est pos~ible, nous utiliserons trois théorèmes de sélection, dDs à Michael, 

de difficulté de démonstration croissante. L'idée du premier quasi-évidente, 

se trouve dans Michael (1957), Le deuxième est démontré dans Michael (1956), 

Le troisième théorème est enfin un cas particulier du théorème 3,1,tt' de 

cet article, ./. 
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Rappelons auparavant qu'un espace topologique X est dit 

paJUtc.ompa.d s.' il es.t séparé et si pour tout recouvrement ouvert ( ui) . 
1 l.E 

de X il existe un receuvrement ouvert. (Vj). J de X, plu;., 6in 
JE 

(\/ j E J, 3 i E I, Vj c Ui) et locale.ment: ôinl (tout point de X admet 

un voisinage qui ne rencontre qu'un nombre fini des ouverts Vj), 

Un espace paracompact possède la propriété suivante (1 ) (cf. 

Bourbaki, Topologie généJr.ale, chapitre IX, paragraphe 4) qui généralise 

la propriété que nous avons énoncée dans le paragraphe II pour un espace 

compact 

Pour tout recouvrement ouvert (Ui) d'un espace paracompact, il 

existe une paJLt,i;Uon c.onti,nue de l' un.,é,té (ai) . I .6WL X, foc.ale.ment: 
l.E . 

6inle et ôcuble.ment: .oubondonnée au nec.ouvne.men,t: (U1
), c'est-à-dire une 

famille i (a ) . I de fonctions numériques ~ D, définies et continues 
l.E 

dans X, vérifiant 

\j i E I, pour 

\j X E X, il existe un voisinage V 
X 

de X et une partie 

6inle H de I telle que pour 
X 

tout y de i 
a (y) = D si i ri H 

X 

et i E i 
E a (y) = a (y) = 1 . 

id iEH 
X 

Un espace métrisable est paracompact. 

Proposition B. 

Si X est paracompact, si Y est un espace vectoriel topolo

gique et si 'f : X + Y est une correspondance à valeurs non 

vides et convexes vérifiant 

{x E X / y E --1' ( x)} est un sous-ensemble 

ouvert de X 
,/. 

(1) Dans la démonstration de cette propriété, on commence par démontrer 
l'existence d'une partition continue de l'unité (B.). faiblement 

J JEJ 
subordonnée à un recouvrement ouvert (Vj). 

i JEJ 
de X plus fin que 

(U )iEI et localement fini~ puis on définit à partir de 

la partition (ai)iEI, de façon que pour tout x de X, 

existe un voisinage V de x et une pcvitle 6inle H de 

que : 
i X , X 

E a (y) = i: a?(y), \/ y E V 
X 

iEHX iEI 

(B. J • J J JE 
il 

I telle 
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Alors il existe une fonction f eontinue.: X+ Y telle que 

'd x EX, f(x) E ~(x) (on dit qu'une telle fonction est une 

~éle.cü.on continue. de X). 

Démonstration. 

-1 
Les 'f' (y) constituent, en effet, par hypothèse, un recouvre-

ment ouvert de X. Si (aY) est une partition continue de l'unité sur 
YEY -1 

X, localement finie et faiblement subordonnée au recouvrement (f (y)) Y' 
YE. 

la fonction 'f : X+ Y définie par f (x) = est, du fait de 

la convexité de chacun des 'f (x), une sélection continue de 'P . 

. Lemr:ne 1. 

C.Q.F.D . 

Si X est paracompact, si Y est un espace vectoriel topolo

gique et si 'f' : X+ Y est une correspondance semi-continue 

inférieurement sur X è valeurs non vides et convexes, alors 

pour tout voisinage convexe V de l'origine dans Y il existe 

une fonction continue. f : X+ Y telle que : 

'dxEX, f(x)E'f(x)+V. 

Démonstration. 

A tout y de Y, associons en effet : 

vY = { X E X / y E 'P( X) + V} = { X E X / 'f' (X) n ( {y} - V) ;?! </>}. 

De la semi-continuité inférieure de 'f, on déduit que les vY 

sont ouverts dans X; puisque tout f(x) est non vide, les vY cons

tituent un recouvrement ouvert de X. Si Cay) est une partition conti

nue de l'unité sur X, localement finie et faiblement subordonnée au 

recouvrement (VY) ' la fonction f : X+ Y définie par 
. yEY 

f(x) = r ay(x) Y est continue et vérifie, du fait de la convexité de 
yEY 

chacun des ensembles Y, (x) + V : 'd x E X, f(x) E -f>(x) + V 

C.Q.F.D . 

./. 
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Le lemme 1 permet de démontrer le tb.éorème de sélection suivant 

Proposition 9. 

Si X est paracompact, si Y est un espace vectoriel topo

logique localement convexe, métrisable et complet et si 'f : X+ Y 

est une correspondance ~eni-ean,tlnue in6êJueUJr.emen,t sur X, à 

valeurs non vides, convexes et 6e1tméu, alors il existe une 

fonction eon,ti,nue f: X+ Y telle que V x EX, f(x) E 'f(x). 

Démonstration. · 

Puisque Y 

système fondamental 

triques de D dans 

est localement convexe et métrisable, il existe un 

dénombrable (Vi):= 1 de voisinages convexes et symé-
1 i Y, tels que : vi+ 1 c 2 V, quel que soit i entier. 

On va d'abord montrer, par récurrence sur n, qu'il est possible de cons

truire une suite de fonctions continues fn : X+ Y vérifiant les 

relations 

'd x EX fn(x) E {fn- 1 (x)} + 2 vn- 1 

'd X E X fn (X) E f (X) + vn 

V n ~ 2 

V n ~ 1 

( 1 ) 

(2) 

L'existence de f 1 résulte du lemme 1 précédent. Supposons 
f 1. f2 • 

dans Y 

n ...; n+1 ... , f déjà construites et soit r la correspondance de 
n+1 n n définie·par: 'f (x) = f(x) n ({f (x)} +V). 

Puisque fn est une fonction continue, on peut montrer que 
,n n+1 , est une correspondance s.c.i, Il résulte d'autre part de la cons-

..n n+1 ~ n+1 truction de r et de l'hypothèse de récurrence que ~ est à 

valeurs convexes, non vides. Du lemme 1, on déduit l'existence de fn+ 1 

vérifiant 

'd x EX, fn+ 1 (x) E ~n+ 1 (x) + vn+ 1 

'd x E X, fn+ 1 (x) E 'f'(x) + Vn+ 1 

et V x EX, fn+ 1 (x) E {fn(x)} + 2 Vn 

ce qui implique 

X 

La suite (fn) étant construite, on déduit de la relation 1 et 

du fait que Y est complet que la suite (fn) converge uniformément vers 

une fonction f : X + Y continue. Puisque 'f est à valeurs fermées et par 

séparation d'un fermé et d'un compact dans un espace localement convexe, 

on déduit des relations (2) que : V x E X, f(x) E 'f (x). 
C.Q,f,D, 

. /. 
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Lemme 2, 

Si X est un sous-ensemble de 
JI, 

R et 'f ~ une cor-

respondance semi-continue inférieurement et è valeurs non vides, 

convexes fermées, il existe une collection dénombrable F de 

sélections continues de 'f' telles que, pour tout x de X, 

l'ensemble { f(x)}frf soit dense dans fi (x), 

Démonstration. 

On .remarquera pour commencer que Ri est localement convexe, 

métrisable et complet et que X, que l'on peut munir de la distance in
i duite par la distance euclidienne sur R, est un espace topologique 

métrisable, et donc paracompact. 

Soient est un sous-ensemble dénombrable dense de Ri 

et 
k 00 

(V ) k=1 la suite des boules ouvertes de centre O et de rayon 

Pour chaque couple (j, k), l'ensemble Uj,k = {x e X/ yj e ~(x) 

est ouvert par semi-continuité inférieure de 'f> et, comme tout ouvert de 

l'espace métrisable X, réunion d'une famille dénombrable d'ensembles 

fermés dans X, ce que l'on peut écrire : 
00 

u 
1=1 

Définissons 

'f'i.j,k(x) 

les correspondances 

f'f C X) 

! 

1 .f(x) n ({y1} - Vk) 

X -+ Ri 

si X rj_ Fi. j • k 

si X "ti,' 
Fi,j,k 

On peut vérifier facilement que chacune des correspondances 

fi,j,k est semi-continue inférieurement è valeurs non vides, convexes, 

fermées. Soit, d'après la proposition 9, fi,j,k une sélection continue 

d -pi,j,k e . 

D'une par~ chacune des fonctions fi,j,k est une sélection 

continue de ~ et la famille (fi,j,k) est évidemment dénombrable. D'autre 

part, si x e X, si y e ~(x) et si Vk est la boule ouverte de 
1 · k+2 centre O et de rayon il existe j tel que yJ e y+ V et il 

2k 

. t . t 1 Fi,j,k+2 
exis e 1 e. que x e , 

,/. 
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On en déduit : 

k+1 
+ V C {y} V

k+1 k+2 
+ + V 

C {y} + Vk 

ce qui montre que l'ensemble · {fi,j,k(x)} est dense dans 'f' (x). 

C.Q.F.D. 

Proposition 10. 

Si X est un sous-ensemble de RJ/, et si 
JI, 

y>: X-+R est une 

cor~espondance semi-continue inférieurement è valeurs non vides 

et convexes, il existe une fonction f : X-+ RJ/,, continue, telle 

que V XE X, f(x) E f(x). 

Démonstration. 

A partir de 'f on définit la correspondance 'i': X-+ RJ/, semi-

continue inférieurement, è valeurs non vides, convexes et fermées : 

'l'(x) = 'f' (x). 

i (X) 

D'après le lemme 2, il existe une famille (g )i= 1 
de sélections 

i (X) 

de 'i' telle que tout x de X, l'ensemble {g (x) }i=
1 

soit dense dans 

'l'(x). 

On définit successivement : 

i 1 
fi (X) = g 1 (X) + _____ g=--(-~_)_--=g_( _;_) --

( 1, llgi(x) - g (x)II) max 

(X) 

et f(x) = E 1 . fi(x) 
i=1 21 

On commencera par remarquer que la somme écrite a un sens et 

que la fonction f est continue. Il reste è démontrer que : V x EX, 

f(x) Ef(x). 

On s_ai t déj è, par convexité de 'f (x) que 

entier et que la distance à f (x) des sommes. partielles 
n 
E 1 fi (X) 

i=1 2i 

V i 

tend vers O. Puisque 'f(x) es.t fermé, il en résulte que f(x) E 'f (x) . 

. /. 
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Si f(x) appartient à l'intérieur relatif de 'f(x), on en 

déduira : f(x) e ~(x). Supposons donc que ce ne soit pas le cas. Il 

existe une facette F de ~(x), distincte de !p(x), dont l'intérieur 

relatif contient f(x). 

Pour les mêmes raisons que plu~ haut, quel que soit i entier, 

1 

1 -

1 i 1 . 
de sorte que le point f(x) =-f (x) + I -.fJ(x), 

2i j;ati 2J 

s'il est distinct de i f ( x), est un point interne du segment fermé de 

'f (X) 

déduit 

point 

dont fi(x) 
i . 

est l'une des extrémités. Dans les deux cas, on en 

f (x) E F, \/ i entier. Enfin, puisque par construction le 
i f ( x), s'il est distinct de 1 g (x), est un point interne d'un 

i dont g (x) est une des extrémités, on en déduit segment fermé de ~(x) 

gi(x) e F, \/ i entier. Comme F est contenu dans la frontière relative 
i 00 ceci contredit l'hypothèse selon laquelle l'ensemble {g (x)}i=

1 
de 

est dense dans f(x). 

C.Q.F.D. 

On peut naturellement, comme le suggèrent Hildenbrand et Kirman 

(1976) d 1 th , t· ( 1 )d, t 'l t· 1 th' ' ans eur annexe ma ema ique, emon rer par se ec ion e eoreme 

de Kakutani à partir du théorème de Brouwer. C'est d'ailleurs ce qui a été 

fait.dans la démonstration de la proposition 2 qui pour tout E > 0 associe 

implicitement à une correspondance f définie sur un sous-ensemble X 

convexe et compact de Rt et à valeurs non vides et convexes dans X, la 

correspondance Il' : X+ X définie par : 
E 

Il' (x) =Conv( U f(z)). 
E zeB

0
(x,ElnX 

Chacune des correspondances Il' est à valeurs non vides et convexes et 
E 

vérifie, par construction, la condition de continuité : \/ y e X,11' - 1 (y) 
E 

est un sous-ensemble ouvert de X, 

D'après la proposition 8, chacune des correspondances Il' 
E 

admet 

une sélection continue et les fonctions f 
E 

construites dans la démonstra-

tion de la proposition 2 sont précisément des sélections continues des 

correspondances Il' La suite de la démonstration a consisté à utiliser 
E 

la fermeture de la correspondance 'f et la convexité de ses ensembles 

imagés pour montrer l'existence d'une suite de points fixes de ces sélec-

tions convergeant vers un point fixe de 'f . 

. /. 
(1) selon une idée empruntée à Cellina (1969) 
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Nous utiliserons ici les propoa1tions 8, 9 et 10 pour obtenir de 

nouveaux résultats, à partir des corollaires 1, 3 et 7 de la proposition 7. 

Comme dans. le paragraphe précédent, s;i: X est sous-ensemble con

vexe compact d'un espace localement convexe séparé E, E' désignera dans 

tout ce·qui suit l'ensemble des formes linéaires continues sur E et pour 

tout p de E', on notera A(X, p) l'ensemble 

A(X, p) = {x E X / p(y) ~ p(x), \J y E X} 

Le premier résultat est un théorème de point fixe. 

Proposition 11, 

Soit X un sous-ensemble convexe compact d'un espace locale

ment convexe séparé E. Si ~ est une correspondance X+ E à 

valeurs non vides convexes, vérifiant l'une des deux conditions 

\J p E E' , \j X E A(X, p) , \j y E 'f'(x) , p(y) ~ p(x) 

\j p E E' , \j XE A(X, p) , \j y E f(x) , p(y) ~ p(x) 

et dans shacun des trois cas suivants : 

a) \J y E E, ,- 1(y) est un sous-ensemble ouvert de X 

b) E est métrisable et complet et ~ est s.c.i. à valeurs 

ovunée6 
. JI, 

c) E = R et f est s.c.i. 

'f admet un point fixe, c'est-à-dire un point 

X E X, tel que X E 'f(x), 

Démonstration. 

( 1) 

(2) 

La démonstration de la proposition 11 est immédiate. Dans cha

cun des trois cas a), b) ou c), la correspondance ~ admet une sélection 

continue f, Selon que 'P vérifie la condition (1) ou la condition (2), 

f est inward ou outward; dans les deux cas, en vertu du corollaire 1 de 

la proposition 7, f admet -un point fixe x qui est point fixe de f 

C.Q.F.D . 

. /. 
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Lors.que 'f est une correspondance X -+ X ( et donc vérifie la 

condition (1)), le résultat obtenu dans le cas a) est plus faible que 

celui de la proposition 5 dans l'énoncé de laquelle l'espace E n'était 

pas nécess.airement localement convexe. En revanche, dans le cas c), le 

résultat obtenu, dû à Bergstrom (1975), précise dans Ri l'énoncé du 

corollaire 1 de la propos.ition 5, et comme lui peut être utilisé aussi 

bien comme un théorème d'existence d'élément maximal pour une correspon

dance de préférence (stricte) sur un ensemble X, s.c.i. et vérifiant 

une hypothèse de convexité et d'irréflexité, que comme un théorème de 

point fixe. 

Corollaire 1. (Bergstrom) 

Soit X un sous-ensemble non vide, convexe, compact de Ri 

et f une correspondance X-+ X semi-continue inférieurement. 

Alors ou il existe X conv ('f(x)), ou il existe X tel que 

'P ex) = <P. 

Démonstration. 

Si 'f est à valeurs non vides, la correspondance 'I' : X -+ X 

définie par 'I' (x) = conv ('f (x)) est à valeurs convexes, non vides et on peut 

vérifier facilement qu'elle est s.c.i. Elle vérifie d'autre part la 

condition (1) de la proposition 11 et admet donc un point fixe 

X E 'l'(x) = conv Cf (x)). 

C.Q.F.D. 

Le corollaire 1 est lui-même contenu dans le corollaire du 

résultat suivant obtenu par sélection à partir du théorème de Kakutani-

Fan, selon une idée de Gale et Mas-Colell (1975) qui, comme Berstrom (1975), 

n'énoncent que la partie c) de la proposition suivante : 

Proposition 12. 

Si i=1, ••• ,m est une famille finie d'espaces locale

Xi est 

et 'f i une 

ment convexes séparés et si, pour tout i = 1 , ••• , m, 

un sous-ensemble non vide, convexe, compact de 
m 

correspondance à valeurs convexes de X = II dans 

dans chacun des trois cas suivants : 
i=1 

./. 
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Ei i i a) V i = 1, •.. , m, est métrisable et V y e X, 

(~i)-1(yi) t bl T es un sous-ensem e ouvert de X. 

b) V i = 1 , ••• ' m Ei est métrisable et complet et 
,ë est S .• C. i, à valeurs oeJr.méU, 

c) V i = 1 , ••• ., m Ei = Rt ét 'fi est s.c.i. 

alors il existe x e X tel que pour tout i 1, ... , m on ait 

ou 
-i 
X e -f-cx) 

Démonstration: 

Soit, pour tout i = 1, ... , m, Ui = {x e X /'fi(x) ~ cp}. 

i i . 
si~ /U désigne la restriction de la correspondance ~l au sous-ensemble 

Ui, dans chacun des trois cas a), b), c) la correspondance~i/Ui admet 

une sélection continue fi : Ui +Xi.Par semi-continuité inférieure de 

'fi, les ensemble~ Ui = ('fi)- (Ei) = {x e X /'fi(x) n Ei ~ </>} sont ou

verts dans X, de sorte que les correspondances 'l'i : X + Ei définies 

par : 

{fi(x)} si X E ui 

'l'i(x) = 

xi si X i ui 

sont semi-continues supérieurement. Par construction, elles sont à valeurs 

non vides, convexes et compactes. 

Comme produit fini de correspondances semi-continues supérieure

ment à valeurs convexes et compactes, la correspondance 'l' : X+ X définie 

par: 
m 

'l' (X) II 'l'i ( X) 

i=1 

( 1 ) 
est semi-continue supérieurement , à valeurs non vides convexes et 

compactes. 

(1) La semi-continuité supérieure d'un produit fini de correspondances s.c.5. 
à valeurs compactes est démontrée dans Berge (1959), Chapitre VI, Para
graphe 2, Théorème 4'. 

./. 
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D'après le théorème de Kakutani-Fan, ~ admet un point fixe x 

vérifiant la conclusion de la proposition. 

C.Q.F.D. 

Corollaire 1, 

Si (Ei) i = 1, •..• m est une famille finie d'espaces locale

ment convexes métrisables et si pour tout i = 1, ...• m. Xi 

est un sous-ensemble non vide, convexe, compact de Ei et ~i 
m 

une.correspondance de X= TI Xj dans Xi, dans chacun des 
j=1 

deux cas suivants 

a) V i = 1, •..• m 

ouvert de X. 

b) V i = 1 ., .•• ., m 

alors il existe 

,p1cxJ = <I> 

Démonstration. 

• 
Ei = 

X E X 

-i 
ou X 

R.Q, et fii est s.c.i. 

tel que pour tout i = 1 , ••. , m. on ait 

i -
E conv('P (x)) 

Il suffit d'appliquer la proposition 12 aux correspondances 1 1 • 
i. i définies pour tout i = 1, ...• m par 1 (x) = conv(1 (x)) et qui vérifient 

les conditions p) ou c) de la proposition 12 selon que les correspondances 

fi vérifient les conditions a) ou b) du corollaire. 

C.Q.F.D, 

Caro llaire 2. ( Shafer-Sonnenschein) 

Si pour tout i = 1, ...• m, Xi est un sous-ensemble non vide, 

convexe, compact de R.Q, et fi une correspondance définie sur 
m 

X= TI Xj à valeurs dans Xi. dont le graphe est ouvert dans 
j=1 

X x Xi, alors il existe x EX tel que pour tout i 

on ait : 

-i i -ou x E conv(f (x)) 

1 • . . . • m 

Ce corollaire est un cas particulier d'un théorème que Shafer et 

Sonnenschein obtiennent à partir du théorème de Kakutani, sans aucun appel 

au théorème de sélection de Michaël. Il est intéressant d'en indiquer la 

démonstration directe : . /. 
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Démonstration, 

Soient, en effet, pour tout i 1 ., •.• ., m ' n i 
bf.= {(y, X) E: X x xi/ i e::'fi(y)} le graphe, ouvert, de la X carres.-

1 . . 
X-+ Xi pondance i' 1 et F1 

: la correspondance définie par 

i ' i i i C i r G zi ,- Xi} F ( y) = { X E: X / d ( ( y' X ), i G 't'i ) ;;;:. d ( (y' z ), 'o i 'tï ). 'd cc 

XxX XxX 

i où d((y, x ), A) désigne la distance du point ( Xi) y, à 1 'ens.emb.le A 

dans l'espace métrique X x Xi, 

La fonction zi-+ d((y, zi), C . ~fî) est une fonction con
X xX

1 

tinue de Xi dans R+ vérifiant 

d( (y, zi), r i G'fi) > 0 <=> (y,zi) E Gfi <=> zi E fi(y). 
\ xX 

Les correspondances G i : X -+ Xi définies par G i (y) = conv Fi ( y J, 

'd y EX, sont fermées, à valeurs non vides, convexes. Il en est de même de 
m 

la correspondance G = Il Gi de X dans X. 
i=1 

de G 

d c ex. 

Soit alors, en application du théorème de Kakutani, x un point 

On a pour tout i = 1, ... , m, xi E conv Fi(x). 

Si, alors, ,pi cx1 ;t ~ . soit i f -z e:: (x). 

zi). ~ · Gt· 1 > 0 sorte que d( ex, i 
C i. G'fi1 

i i -
de X ), > O,'dx e::F (xJ. 

.1 1 
xX X xX 

On en déduit i E lfi (x), 'd xi E Fi (x) et donc ·i E conv 'fi (x). 

C.Q.F.D. 

La même démonstration directe pourrait évidemment étre donnée 

pour le corollaire suivant : 

Corollaire 3, 

Si pour tout i = 1, ... , m, Ei est un espace vectoriel topo

logique localement convexe, métrisable, Xi un sous-ensemble 

non vide, convexe, compact de Ei et 'f' i une correspondance de 
m 

X= Il Xj dans Xi dont le graphe est ouvert dans X x Xi, 
j=1 

. I. 
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! alors 11 existe x tel que. pour tout 

i ,!, i i-t (x) = o/ ou X E conv ~ (x). 

i = 1. . . . • m. on ait 

Pour m = 1, le corollaire 3 est plus faible que le corollaire 1 

de la proposition 5 qui impliquait. on l·'a vu. le théorème de Kakutani-Fan. 

On peut également déduire du corollaire 2 (pour m = 1) le théorème de 

Kakutani : 

Corollaire 4. (~akutani) 

Si X est un sous-~nsemble convexe compact de R1 et si f 
est une correspondance de X dans X s.c.s. è valeurs convexes, 

fermées, alors il existe XE X tel que XE f(x). 

Démonstration. 

Supposons, en effet. que 'f n'admette pas de point fixe. Pour 

tout x de X. il existe U. voisinage ouvert de x, et V ouvert 
X X 

convexe contenant 'f (x) tel que 

U n V ~ <j> et x' E U => f( x' ) c V 
X X X X 

Les ( U ) 
X 

extraire. puisque X 

forment un recouvrement ouvert de X dont on peut 

est compact un recouvrement fini (U ) 
X. i=1, ... , m 

l 

Si est une partition continue de l'unité subordonnée au 

recouvrement (Ux~)i= 1 •...• m de X. les supports 
i F. = supp(a, ) = 

l 

i i 
{ x E X / a. ( x) > D} de chacune des fonctions a, forment un recouvre-

m 
F. C u ment fermé de X ( U Fi= X), vérifiant : V i = 1, .•.• m, 

i=1 
l X. 

Soit alors ~ la correspondance définie par 

~ (x) = n 
XE F. 

l 

V 
X. 

l 

La correspondance 1 vérifie les propriétés suivantes 

V a w1 g.tta.phe. 'ouve.Jvt. En effet, si (x, y) E G~ et 

si U = n Cx Fi 
xi Fi 

l 

./. 
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x' e: LI => si x 1. F. , x' ~ F. => { i / x' e: Fi} c { i / x e: Fi} 
l. l. 

=> .'i'(x) c 'i'(x') 

On a donc x' e: U et z' e: .'i'(x) :::::>z' e: 'i'(x'). Comme 'i' 

est,par construction,à valeu~s ouvertes, ceci montre que 'i' 

a un grapbe ouvert. 

- 'i' u:t à. va.le.u.Jt.6 n.on. vl..du, car ~ (xl c 'i'(x), e.:t c.on.ve.xu, 

- 'i' 11, a.dme.:t pa.6 

X E F. => X r/. 
l. 

de. point 6i,xe. car pour tout 

V ::=> x r/. 't'(x) 
xi 

X de X, 

Elle contredit donc l'énoncé (pour m = 1) du corollaire 2 

C.Q.F.D. 

L'obtention par sélection de variantes du corollaire 3 de la 

proposition 7 est tout aussi immédiate. 

Proposition 13. 

Soient X un sous-ensemble non vide, convexe, compact d'un 

espace localement convexe séparé E, P un cône convexe de 

sommet D dans E', fermé pour la topologie faible cr(E', E), 

et P0 le cône polaire dans E de P. Si ~ est une corres

pondance X+ E, à valeurs non vides et convexes, vérifiant 

V p e: P, V x e: A(X, pl , Vue: t(x) p(u) :;;; D 

et dans chacun des trois cas suivants 

a) V y e: E, ~- 1
(y) est ouvert dans X. 

b) E est métrisable et complet et f s.c.i. à valeurs oeJr.méU. 

c) E = Ri et 'f s.c.i. 

il existe x e: X - 0 tel que 'f (x) n P ~ ~ . 

Dans le cas c) et si X est la boule-unité 8 de Ri, on 

obtient une variante s.c.i. d'un énoncé généralisé du lemme de Gale-Nikaido

Debreu. 

./. 
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Corollairei 

Si P est un cône convexe fermé de s.ommet D dans R1 et si 

ç est une correspondance définie et s.c,i, sur B n P à 

valeurs non vides et convexes dans Ri, vérifiant la condition 

V p ES n P, V z E ç(p) , p.z ~ D 

alors il existe p E B tel que ç(p) n P0 ~ ~ • 

Enfin l'application des théorèmes de sélection au corollaire 7 

de ,la proposition 7 fournit la proposition suivante dont le cas 

b) est dQ à Cornet (1975) et la partie (1) du cas c) à 

Rogalski (1972) : 

Proposition 14. 

Soit X un sous-ensemble non vide convexe compact d'un espace 

localement convexe séparé E. Si f est une correspondance 

de X dans X, à valeurs non vides et convexes,vérifiant l'une 

des conditions 

\f p E E , , V X E A ( X J p ) , 'f ( X ) C A ( X, p ) 

\f p E E' , \f x E A(X, p) , 'f(x) c A(X, -p) 

et dans chacun des trois cas suivants 

) V E f-1(y} a v U E , est ouvert dans X. 

( 1 ) 

( 2) 

b) E est métrisable et complet et f s.c.i. à valeurs fermées. 

c) E = R1 et f est s.c.i, 

X = l.f (X) u f(x). 
XEX 

0 

0 0 
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C H A P I T R E I I 

L'EQUILIBRE TRANSITIF 
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I. INTRODUCTION ----.--------

Précisons tout d'abord le sens des mots qui forment le titre 

de ce chapitre. 

Par.équilibre, nous entendons l'équilibre d'une économie finie 
de propriété privée, telle que la définition en a été rappelée dans l'in
troduction générale, En fait, pour simplifier la présentation de théo
rèmes dont l'énoncé et la démonstration, au niveau que nous avons adopté 
de généralité dans les hypothèses, ont déjà une suffisante complexité, 
nous nous référerons à un cas particulier de l'économie finie de propriété 
privée : l'économie finie d'échange pur. Dans ce modèle, qui comporte un 
nombre fini de biens, un nombre fini de consommateurs, qui possèdent les 
ressources initiales, consomment les biens rendus disponibles sur le 
marché, au mieux de leurs préférences, dans les limites définies par leur 
ensemble de consommation et leur contrainte budgétaire, l'offre des res
sources initiales permettant seule de satisfaire la demande des consom
mateurs. L'équilibre y est défini comme un ensemble de prix et de quan
tités consommées qui assurent à la fais l'effectivité des comportements 
d'optimisation de chacun des consommateurs, l'égalisation de l'offre et 
de la demande de chacun des biens et la dépense intégrale des revenus 

issus de la vente des ressources initiales. 

Le mot transitif renvoie lui à l'hypothèse qui sera constam
ment faite tout au long de ce chapitre lu p~é6é~eneu de ehaeun du 
eonoomma,tewu.i 6011.merit un p!l.éo~dlt..e .total .6M .6on eno e.mble de eonoommation. 
Cette hypothèse implique pour chacun des consommateurs la capacité de se 
déterminer par rapport à tout couple de points de son ensemble de con-
sommation (totalité de la relation de préférence) et suppose une cohérence 
fortJ

1
(transitivité de la relation de préférence) de l'ensemble de leurs 

choix; Elle interdit. par ailleurs aux préférences des consommateurs de 
dépendre de tout indicateur autre que leurs propres consommations. 

(1) qui n'est, par exempie, pas réalisée dans le cas de choix à critères 
multiples. 
Totalité et transitivité des préférences sont traditionnellement asso
ciées à l'idée de "rationalité" des choix des consommateurs. 

./. 



-53-

En matière d'existence de l'équilibre transitif d'une économie 

finie de propriété privée, les résultats initiaux et fondamentaux ont été 

acquis entre 1954 et 1962. L'articled'Arrow-Oebreu (1954) introduisait 

pour l'existence de l'équilibre un ensemble d'hypothèses sur les ensembles 

de consommation (convexité, fermeture et limitation inférieure), les pré

férencei des consommateurs (continuité, convexité, non saturation), les 

ensembles de production (convexité, fermeture, possibilité d'une produc

tion nulle pour chaque producteur) et l'ensemble de production total 

(impossibilité de produire sans inputs et irréversibilité de la production 

totale), qui, à l'exception évidemment de la totalité et de la transiti

vité des préférences qui définissent l'équilibre transitif et dont l'aban

don fera l'objet du chapitre III, n'ont pas été - on le verra - substan

tiellement affaiblies par la suite et que l'on retrouve avec des variantes 

dans les articles immédiatement subséquents. En revanche, l'article 

d'Arrow-Debreu comportait deux hypothèses supplémentaires qui sont restées 

au centre des discussions ultérieures. 

La première, dite hypothè6e de Ub~e-d,u.,po~ilion, introduit la 

possibilité, pour la demande totale d'équilibre, de ne pas épuiser l'of

fre totale d'équilibre, sous réserve que le prix des biensen excédent soit 

nul; elle correspond à la préoccupation relativement ancienne dans la théo

rie néo-classique, d'expliquer par les caractéristiques et le fonctionne

ment du marché, l'existence de biens libres. Cette hypothèse ne devait 

cependant pas tarder à apparaitre comme liée au théorème de point fixe 

utilisé pour la démonstration de l'existence de l'équilibre. En effet, si 

la démonstration deArrow-Debreu ( 1954) reposait sur un théorème d'équilibre 

pour une économie abstraite, obtenu en 1952 par Debreu, dans la foulée et 

comme généralisation du théorème de Nash établissant l'existence d'un 

point d'équilibre pour un jeu non-coopératif à n-personnes, très rapide

ment Debreu, Gale et Nikaido ont établ~ indépendamment et presque simul

tanémen~ le lemme qui porte leur nom et dont Kuhn (1956) a donné à la mê

me époque une démonstration concurrente, tant de celle de Gale (1955) que 

de celles voisines de Debreu((1956) et (1959))et de Nikaido (1956). La 

transparence de la signification économique de ce lemme qui, appliqué à 

la correspondan6e de demande excédentaire, démontre sa négativité possi

ble sous réserve de 1 'identité de. Walras et de candi tians de continuité 

et de convexité, en fait l'outil privilégié pour démontrer l'existence 

d'un équilibre sous l'hypothèse de libre disposition (Gale (1955) et 

Debreu (1959)) ou, en son absence, si comme chez Nikaido (1956) la mono-

./. 
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tonie des préférences des consommateurs (par rapport à l'ordre dans l'es-

pace des biens, produit des ordres naturels sur R) garantit que la de-

mande excédentaire d'équilibre, négative ou nulle en vertu du lemme de 

Gale-Nikaido-Debre~ est en fait nulle. La généralisation du lemme, conte

nue dans l'article de Debreu (1956), permet de lever à la fois les deux 

hypothèses, que l'on pouvait croire alternatives, de libre-disposition 

des excédents et de monotonie des préférences des consommateurs. C'est ce 

qui est fait par Debreu dans son article de 1962 où il n'est fait mention 

d'aucune hypothèse de monotonie des préférences et où la possibilité de 

disposition des biens en excédent apparait comme une caractéristique 

éventuelle de-s ensembles de production et non comme une hypothèse néces

saire à la démonstration de l'existence de l'équilibre. 

La raison d'être de la deuxième hypothèse, dite hypothè6e 60/tte 
de ~wz.vlvance du co~ommate~, est plus technique. Pour garantir la 

semi-continuité inférieure des correspondances budgétaires qui,pour cha

qus consommateur,font correspondre à tout couple prix-revenu l'ensemble de 

ses consommations budgétairement possibles, semi-continuité nécessaire à 

l'application du lemme d'existence de l'équilibre d'une économie astraite, 

ou encore pour assurer la fermeture de la correspondance de demande excé

dentaire, fermeture nécessaire à l'application du lemme de Gale-Nikaido

Debreu, on est amené à supposer que le point représentant les ressources 

initiales de chaque consommateur est intérieur à son ensemble de consom

mation; ce qui _signifie, en cas de libre-disposition des excédents, que 

le consommateur pourrait ''survivre" sans participer à l'échange, en con

sommant strictement moins de chaque bien qu'il n'en possède initialement. 

L'artifice technique qui permet d'affaiblir une hypothèse, que Arrow et 

Debreu (1.954) relaxaient déjà partiellement dans la deuxième partie de 

leur article, consiste à appliquer le lemme de Gale-Nikaido-Debreu à 

des correspondances fermées, obtenues par une modification adéquate des 

correspondances de demande, à démontrer ainsi l'existence de ce que l'on 

définit être un quMl-équ,,U,,é,bne, puis à formuler des conditions sous les

quelles ce quasi-équilibre est en fait un équilibre. En affaiblissant 

l'hypothèse forte de survivance, on est alors conduit à une hypothèse 

d'lnnéductlb,U;Ué de l'économle dont l'idée est due à Gale et a été re-

prise par Mc. Kenzie (1959) et Debreu (1962). Ici encore, l'article de 

Debreu (1962), en dépit de la complication excessive des démonstrations, 

aboutit à une généralité des énoncés qui n'a été que marginalement 

dépassée depuis. ./. 
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Pour expliquer le propos du chapitre II, il reste à apprécier 
les contributions récentes de Hart et Kuhn (1975) et Bergstrom (1976) sur 
l'existence de l'équilibre en l'absence de l'hypothèse de libre-disposi
tion. Les premiers font reposer leur démonstration sur un théorème sur les 
points fixes et antipodaux qui fait intervenir plus de topologie algébri
que que nous n'avons voulu en inclure dans le chapitre I. Démontrant en
suite l'existence de l'équilibre sous des hypothèses plus restrictives 
et, en particulier, sous l'hypothèse forte de survivance des consommateurs, 

ils produisent une démonstration qui n'est plus simple et intuitive que celle 
de Debreu en 1962 que parce que la cause des difficultés de celle-ci réside, 
pour partie seulement, dans le choix du théorème de point fixe et, pour partie 
également,dans la complexité excessive des raisonnements qui permettent 
un affaiblissement des hypothèses que Hart et Kuhn ne cherchent pas à 
obtenir. La deuxième utilise implicitement (et donc démontre), pour éta-
blir l'existence de l'équilibre sans libre-disposition dans une économie 
d'échange pur, un cas particulier de l'énoncé généralisé que nous présen

terons, du lemme de Gale-Nikaido-Debreu. En revanche, il donne du quasi
équilibre une définition qui permet à la fois une simplification de la 
démonstration d'existence du quasi-équilibre et un meilleur repérage des 
conditions qui, ajoutées aux conditions d'existence d'un quasi-équilibre, 
permettent le passage de l'existence du quasi-équilibre à l'existence de 
l'équilibre. 

Les indications bibliographiques qui précèdent ont pour but de 
situer le programme du chapitre. 

Parce que les démonstrations d'existence de l'équilibre reposent 
essentiellement sur les propriétés des préférences des consommateurs et 
que là seulement résident les différences entre équilibre transitif et 

intran~itif, le cadre de la démonstration sera celui d'une économie d'échan
ge pur comprenant t biens et m consommateurs. Lu pnéoéne.neu de. ehaeun 
de..6 eoMomma,tewu., .60nt .6uppo.6ée..6 oonmen un pnéondne. total., .6un .60n e.Me.mb.te. 
de. eoMommation. Cette hypothèse, qui définit l'équilibre transitif, ne 
sera plus mentionnée, L'introduction d'activités de disposition par l'in
termédiaire de la définition d'un ensemble de production total y, réduit 
à un cône convexe fermé, de sommet D et contenu dans d'orthant négatif 
( 

R, . 
- R+ J, permet de traiter simultanément les cas de disposition totale 
( Y =- R! ) , partielle ou nulle ( Y = { 0}) • Les autres hypothèses sont les 
hypothèses les plus faibles actuellement utilisées. 

./. 
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Le théorème de point fixe employé est une variante de l'énoncé 

généralisé du lemme de Gale-Nikaido-Debreu. On en donne, dans le paragra

phe II, une démonstration élementaire, reposant sur le concept de parti

tion de l'unité, qui, outre qu'elle n'existe pas dans la littérature, a 

l'avantage de permettre une lecture du chapitre II indépendante de celle 

du chap'itre I et d'accès mathématique pl1,s aisé. 

La démonstration de l'existence d'un quasi-équilibre est effec

tuée dans le paragraphe III. Pour les raisons explicitées plus haut, on 

a préféré suivre Bergstrom plutôt que Debreu dans la définition du quasi

équilibre et dans la définition corrélative des correspondances semi

continues supérieurement sur l'intersection de la boule-unité et de l'en

semble polaire Y0
, auxquelles est appliqué le théorème de point fixe et 

qui s'identifient aux correspondances de demande pour certains systèmes 

de prix et sous certaines conditions de continuité des préférences des 

consommateurs. 

Le passage, dans le paragraphe IV, de l'existence d'un quasi

équilibre à l'existence d'un équilibre repose sur l'introduction d'une 

condition supplémentaire de continuité des préférences des consommateurs 

et, en l'absence de l'hypothèse forte de survivance des consommateurs, 

sur une hypothèse d'irréductibilité de l'économie dont on a essayé de 

donner une formulation unifiant celles que l'on trouve dans la littérature. 

On notera pour terminer que la technique de démonstra

tion utilisée dans le chapitre II ne serait transposable à 

l'équilibre non transitif qu'au prix d'un renforcement des 

hypothèses de convexité des préférences (1 ) suceptible d'assurer la con

vexité des ensembles-images pour les correspondances auxquelles est ap

pliqué l'énoncé généralisé du lemme de Gale-Nikaido-Debre~ alors que 

l'intérêt du chapitre III sera de montrer que d'autres techniques et un 

autre théorème de point fixe permettent de démontrer l'existence de 

l'équilibre non transitif sous les mêmes hypothèses dans lesquelles est 

obtenue ici l'existence de l'équilibre transitif. 

. /. 

(1) Comme, par exemple, dans Bergstrom (1976) 
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II. UNE DEMONSTRATION DIRECTE D'UN ENONCE GENERALISE DU LEMME DE GALE

NIKAIDO-DEBREU 

Le lemme de point ·fixe qui sera utilisé pour démontrer l'exis

tence de l'équilibre transitif est le corollaire 5 de la proposition 7 du 

chapitrè I. Dans le chapitre I, ce lemme apparaissait, au même titre que 

les théorèmes de point fixe et de surjectivité, comme une conséquence 

d'une variante h,c,s du théorème de non-séparation de Fan. 

Pour permettre une lecture autonome du chapitre II, nous donne

rons ici de ce· résultat une démonstration directe et élémentaire, à par

tir du théorème de Brouwer, reposant sur la possibilité d'associer à tout 
9., recouvrement ouvert fini d'un sous-ensemble compact de R une partition 

continue de l'unité faiblement subordonnée à ce recouvrement. L'intérêt 

d'une telle démonstration est de fournir une démonstration indirecte et 

également élémentaire du théorème de Kakutani. 

Rappelons tout d'abord la notion de continuité ~éjà introduite 

dans le chapitre I) que nous allons utiliser pour les correspondances 

définies sur un sous-ensemble A de Ri et à valeurs dans Ri, 

Définition 1. 

La correspondance tf : A+ Ri est dite hê.mi..-eonti..nue ~upétr..ieu
nemen,t au point x0 de A si pour tout point p de Ri, la fonction réelle : 

x + sup p.y est semi-continue supérieurement au point x0
• 

y E f (X) 

On peut voir immédiatement que la semi-continuité supérieur~ 

(s,c,s,) de f en x0
, telle qu'elle est habituellement définie (1 ), impli

que l'hémi-continuité supérieure (h.c.s.) delf en x0
• Si Î est à valeurs 

convexes, fermées dans un compact fixe de Ri, l'hémi-continuité supérieure 

defen tout point de A coïncide avec la semi-continuité supérieure de 'f. 
Cela peut ne pas être vrai si f ne prend pas ses valeurs dans un sous-

i ensemble compact fixe de R . 

./. 

(1) La définition en a étérappelée au début du paragraphe IV du chapitre I 
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La forme la plus appropriée aux applications en théorie de 

l'équilibre général de l'énoncé généralisé du lemme de Gale-Nikaido-Debreu 
nous paraît être la suivante : 

Lemme 1. 

Soient P un cône convexe fermé, B la boule fermée de centre D 

et de rayon 1, S la sphère de même centre et de même rayon et 

ç une correspondance définie et hémi-continue supérieurement 
9. sur B n Pet à valeurs non vides, convexes, compactes dans R • 

Si ç vérifie la condition 

\JpESnP, jZEÇ(p) p.z s: D 

alors il existe p E B n P tel que ç (p) n P
0 ~ t où 

P0 
= {z E Rt/z.s. s: D, \J s E P} est le cône polaire de P. 

Démonstration. 

Si l'assertion du lemme est fausse, quel que soit p E B n P, 
le cône convexe fermé P0 et l'ensemble non vide, convexe, compact ç (p) 

peuvent toujours être séparés par un hyperplan; quel que soit p dans 

B n P, il existe q E B et a réel tels que sup q.z s: a < inf q.z et on 
ZEP0 ZEÇ(p) 

peut voir faciiement que a?.: D et que q E Poo = P. Il résulte d'autre 

part de l'hémi-continuité supérieure de ç que les ensembles 

V (q) {p E B n P/ inf q.z > D} sont ouverts dans B n P. 
ZEÇ(p) 

Les V(q) forment ainsi un recouvrement ouvert de B n P dont on 
peut extraire puisque B n Pest compact, un recouvrement fini V(q 1 ), 
V(q 2 J, ... , V(qn). Soit a 1, a 2, ... , an une partition continue de l'unité 
faiblement subordonnée à ce recouvrement, c'est-à-dire une famille de 
n fonctions numériques continues, 2 0, a 1, a 2 , ... , an vérifiant : 

n 
I 

i 1 

i 
a (p) = 1 

./. 



-59-

On définit f B n p -+ B n P et g B n p -+ s n P par 

n i i f(p) f(p) = I Cl. (p)q g(p) = 
i=1 11 f c P) Il 

Quel que, soit p E B n P, f(p) ~ D puisque si z E l';(p) 

i i i a (p) ~ 0 :::::,. p E V(q ) =;, q ,Z > 0, 

ce qui implique f(p) ,Z > 0. 

g est ainsi une fonction définie et continue sur B n P, à 

valeurs dans (Sn P) c (B n P). On peut lui appliquer le théorème de 

Brouwer 

i p E B n P, - i - inf p = g(p) E Sn P. Dr, d'une part, a (p) ~ D:::::,. 

ce qui implique inf p.z > D, 
ZEl';(p) 

zEl;(p) 

i q ,Z > 0, 

Puisque p ES n P, il résulte,d'autre part,de l'hypothèse faite 

sur ç dans l'énoncé du lemme qu'il existez E r;(p) tel que p.z $ o. 
On aboutit ainsi à une contradiction. 

C.Q.F.D. 

Le lemme 1 est une variante de l'énoncé de Oebreu (1956) et a 

sur celui-ci l'avantage de ne pas exclure de son champ de validité le 

cas où le cône convexe fermé Pest une variété linéaire (ou même l'espace 

R
1 

tout entier). 

Il suffit de supposer successivement que Pest l'orthant posi

tif R:, puis que Pest l'espace entier, pour obtenir les deux corollaires 

suivants : 

Corollaire 1. (Gale-Nikaido-Oebreu). 

Si ç est une correspondance définie et hémi-continue supé-
. .Q, 

rieurement sur B n R+ et à valeurs non vides, convexes, com-

pactes dans R1 , vérifiant la condition : 

.Q, 
\;/ p E S n R+ , 3 z E Ç ( p ) , p , z $ 0 

alors il existe p E B n R; tel que ç(p) n (- R1
+) ~ ~ 

./. 
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Corollaire~ 2, Cornet) 

Si ç est une correspondance définie et hémi-continue supérieu

rement sur B et à valeurs non vides, convexes, fermées dans R
1

, 

vérifiant la condition : 

VpES,3zEÇ(p). p,z:::;o 

alors il existe p E B tel que DE Ç(p) 

Cornet (1975) démontre le corollaire 2 comme une conséquence 

d'un théorème de minimax de Ky-Fan (1972). Une version plus faible du 

même résultat est implicitement utilisée et démontrée par Bergstrom (1976). 

à partir du théorème de Kakutani. On remarquera que, dans le corollaire 2, 

la correspondance ç n'est plus supposée à valeurs compactes mais seule

ment à valeurs fermées, La démonstration du lemme le permet puisque les 
1 sous-ensembles {O} et Ç(p) de R peuvent alors être séparés par un hyper-

plan, Cet affaiblissement des hypothèses est un avantage par rapport aux 

versions s.c.s. de ces trois résultats qui pourraient être classiquement 

démontrées à partir du théorème de Kakutani. 

On remarquera aussi que,contrairement aux énoncés classiques du 

lemme de Gale-Nikaido-Debreu et de sa généralisation dans Debreu (1956) 

(ou Hildenbrand (1974)), le lemme 1 et ses corollaires ne démontrent pas 

que p est~ o~1~et affaiblissement de la conclusion est vraisemblable

ment la contrepartie de l'avantage que nous voyons à ne pas devoir exclure 

du champ de validité du lemme 1 le cas où Pest un sous-espace vectoriel 

de R1 (et donc à pouvoir obtenir le corollaire 2). 

Si la restriction deçà la sphère-unité est interprétée comme 

la correspondance d'excès de demande pour des sytèmes de prix appartenant 

à la boule-unité, on voit immédiatement que la condition du lemme comme 

de chacun de ses corollaires peut être interprétée comme un affaiblisse

ment de la loi de Walras, la conclusion du corollaire 1 pouvant être uti

lisée pour établir l'existence de l'équilibre avec libre-disposition, 

tandis que la conclusion du corollaire 2 peut être utilisée pour établir 

l'existence de l'équilibre en l'absence d'hypothèse de libre-disposition. 

Uzawa (1962) avait remarqué que le théorème de Kakutani pou

vait se déduire du lemme de Gale-Nikaido-Debreu. Comme on va le voir, le 

corollaire 2 implique également le théorème de Kakutani, ./. 

(1) Cette remarque nous a été suggérée par G. Debreu 
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Corollaire 3, (Kakutani) 

Si X est un sous-ensemble convexe compact de R'~' et si 'f est une 

correspondance définie sur X, à valeurs dans X, semi-continue 

supérieurement et à valeurs non_vides, convexes, fermées, alors 

il existe x dans X tel que x E lf (x). 

Démonstration. 

Il suffit de démontrer le théorème dans le cas où X est la 

boule-unité B. Soit I l'application identique : B + B et ç la correspon

dance : B + R1 , ç = f - I. ç est évidemment semi-continue supérieu

rement et donc hémi-continue supérieurement, à valeurs non vides, convexes, 

fermées. Si d'autre part p E S et si z = y - p avec y E 'f ( p), 

p.z = p.y - Il pif= p.y - 1 :;; O. Il résulte alors du corollaire 2 qu'il 

existe p E B tel que O E 'f (p) - p, c'est-à-dire p E f (p) . 

C.Q.F.D. 

III. EXISTENCE D'UN QUASI-EQUILIBRE 

E -- ( (Xi, Ri, wi) ·-1 ' Y) Soit alors une économie d'échange 
i- ••• m 

comportant ,Q, bien6,m con6omma.:teuJL6 et caractérisée par la donnée de m 

sous-ensembles Xi de R1 appelés en6emblu de con6omma..t,é__on, de m préordres 
i i totaux R sur X représentant les pné6énencu de chacun des consommateurs 

sur son ensemble de consommation, de m points wi de R1 représentant les 

nuJoWLeU ini;üa,tu des m consommateurs et d'un en6emble de pnoductlon 

to:t.o.1..e Y supposé être un cône convexe fermé de sommet 0, contenu dans 

l'orthant négatif (- R! ), 

L'introduction avec Y d'actlvliu de CÜJ.>po-0ition, qui n'impli

quent à l'équilibre aucune répartition de profits ou de pertes suscepti

bles de perturber les correspondances budgétaires et les correspondances 

de demande des consommateurs-, a essentiellement pour but de faire appa

raître l'équilibre avec libre-disposition et l'équilibre sans libre

disposition d'une économie d'échange pur comme les deux cas extrêmes, 

correspondant à Y= - R! et Y= {O} du cas plus général qui sera 

,/. 
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traité ici. On notera cependant que les activités de disposition, per
mises par la technologie à rendements constants représentée par Y, y sont 
déjà conçues comme de véritables activités impliquant la mise en oeuvre 
d'inputs, dans des proportions données, pour obtenir la destruction de tel 
ou tel excédent. 

Désignons, comme c'est classique, par Pi la partie asymétrique 
de la relation Ri : 

i pi 'i X X 

et notons 

X ,i Ri xi et non 

Rappelons également les notations suivantes : 

Q, -Si A est un sous-ensemble de R, A est l'adhérence de A et 
conv A l'envelopp3 convexe de A. 

Pour tout système de prix appartenant à la sphère-unité s, 
est classique de considérer les correspondances suivantes [certaines 
de leurs valeurs peuvent être vides) : 

i 
{x i xi / 

i p.wi} y (p) E p.x ::::; 

oiCp) {x i xi / i p.wi} = E p.x < 

'i(p) {x i xi / i i i Pi(xi) </>} E X E y CP) et. y ( p) n 

'fi (p) {x 
i xi / 

i i oiCp) Pi(xi) </>} = E X E y (p) et n 

Ç(p) 
m 

'i(p) 
m 

wi} I { I 
i=1 i=1 

nCp) 
m 

'f i(p) 
m 

wi} I - { I 
i=1 i=1 

./. 

il 
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yi et çi sont respectivement la eoMelipondanee budgé.ta.vie 

et la eoMelipondanee de demande du ième consommateur. 'fi sera appelée 

eoMv.ipondanee de qwui-demande du i ème consommateur. 

ç et n sont respectivement les eoMv.ipondanev.i d'exev.i de 

demande ~t d'exeè-0 de quaJ.ii-demande; elles ne sont définies que si toutes 

les correspondances de demande ou de quasi-demande sont à valeurs non 

vides. 

si il 

m 
xi Une aU.oea;tlon 1 m II X = (x , .•. ,x ) E est dite néa.U...6able 

i=1 

m i m i 
existe y E y tel que E X = E w + y, c'est-à-dire si 

i=1 i=1 

m 
Wi} y + • 

i=1 i=1 

Par définition un équ,,élibne de E est un point 

m 
(p,x,y) ES X II Xi X Y 

i=1 
vérifiant les conditions 

(1)\.fi 1, ... , m Xi E çi(p) 

(2) p ·E yO = {p E R,Q, / p.y :,; 0 \.f y E Y} et P·Y 

m -i m i 
( 3) E X = E w + y 

i=1 i=1 

La condition ( 1 ) exprime que chacune des composantes 
-

0 

-i de X 

d'équilibre budgétairement .ème l'allocation X est possible pour le l 

consommateur, compte-tenu de la valeur d'équilibre de ses ressources 

initiales, tandis qu'aucune consommation dans Xi, gtrictement préférée 

par lui à xi, n'est budgétairement possible au prix p d'équilibre. 

La condition (2) exprime que y maximise sur Y la valeur d'équi

libre de y, valeur maxima nulle puisque Y est un cône convexe fermé de 

sommet O. Autrement dit, y minimise le coût de la disposition (- y) 

nécessaire pour réaliser l'équilibre et le coût de cette disposition est 

nul. Cette condition est sans objet si aucune disposition n'est possible 

./. 
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(Y= {O}), tandis qu'elle garantit, si toute disposition est possible, 

c'est-à-dire si Y= - CR; J, un prix d'équilibre dont les coordonnées 

sont positives ou nulles et un prix nul pour les biens en excédent à 

l'équilibre. 

Enfin la condition (3) exprime que l'allocation x est réali

sable, ce qui implique non seulement l'emploi à (- y) près du montant 

total des ressources initiales mais aussi, compte-tenu de (2), la dé

pense de la totalité des revenus nés de la vente des ressources initiales 

au prix p d'équilibre. 

Suivant Bergstrom (1976), nous définissons le quasi-équilibre 

de E en affaiblissant la condition (1). 

m 
Un quMl-équ.lûbne de E est un point (p,x,y) ES x Il Xi X Y 

i=1 

vérifiant les conditions 

(1) \fi= 1, ... m 
-i 
X 

(2) p E YO et p,y 0 

(3) 
m 
E 

-i 
X 

m 

i=1 i=1 

i w + y 

E ~i (p) 

Comme dans Oebreu (1962), nous séparerons la définition de 

conditions suffisantes pour l'existence d'un quasi-équilibre, définition 

qui fait l'objet des propositions 1 et 2 ci-dessous, de la recherche, qui 

sera exposée dans le paragraphe I½ de conditions supplémentaires sous 

lesquelles ce quasi-équilibre est un équilibre. 

i i i PROPOSITION 1, Si une économie d'échange E = ((X ,R ,w )._
1 

, Y) 
i- , ••• ,m I 

comportant des activités de disposition décrites par un cône 

convexe fermé Y de sommet O contenu dans l'orthant négatif 
Q, 

(- R+ ), vérifie les hypothèses : 

a) \f i 1, ••• ,m, i X est un sous-ensemble convexe et 

compact de R 
Q, 

./. 
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b) V i 1, ••• , m et V xi e: xi 

1, •.• ,m et V xi e: Xi 

(p iJ-1 i xi (x) est ouvert dans 

c) V i 

d) V i 1, ... , m 

e) Si X = (xi) E 

m 
TI Xi est une allocation réalisable, on a 

i=1 

pour tout i = 1, .•. ,m, Pi(xi) ~ ~. 

m 
alors il existe (p,x,y) e: (Sn Y0

) x TI Xi X Y, point de 
i=1 

quasi-équilibre pour E. 

Démonstration. 

Empruntons tout d'abord à Gale et Mas-Collel (1975) la défini tian 
, , /l' des correspondances de preference P qui, substituées aux correspondances 

Pi, permettent de démontrer la proposi tian 1 avec une hypothèse e) de non 

saturation (en lieu et place d'une hypothèse de non-saturation locale) en 

toute composante d'une allocation réalisable 

i z 

Emprun.tons d'autre part à Bergstrom (1976) la définition des 

correspondances y'i, o'i, ~,i, ~,i, dé6inle6 ~Wl. B à valeurs dans Ri 

et qui coïncident lorsque P e: S - après substitution des correspondances 
"'f i i i i P aux correspondances P - avec les correspondances y, o, ~ , et~ 

définies plus haut 

i y' (p) 1 - Il p Il :o; __ ...;.;....'---'-' 
m 

i il i 1 - Il p Il = {x e: X p.x <--........ '---'-' 
m 

i 
+ p •. (.ù } 

~} 

./. 
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En vue d'appliquer le lemme 1 à la correspondance 

m m 
p ~ n'(pJ = I ~·i(pl - { r wi} 

i=1 i=1 

nous allons démontrer successivement la fermeture sur B des correspon
. i 

dances ~· , puis la non-vacuité et la convexité de leurs ensembles-
o images pour tout p de B n Y . 

Fermeture de ~,i. 

So~ent (pk) et (xikl deux suites d'éléments de B et Xi respec

tivement,vérifiant 

lim pk 
k-+oo 

ik 
p 

I 
lim X 

k-+oo 

i 
X \fkEN. 

. ik . k De la fermeture de y'l et de x E y'l(p l \f k EN, on déduit 

immédiatement xi E y'i(p). Distinguons deux cas selon que p.xi est 

strictement inférieur ou égal à 1 - Il P Il 
m 

i 
+ p.w 

Si i p.x < 1 - Il p Il 
m 

i 
+ p.w et si il existe 

K' et, grâce à l'hypothèse bl , k" tels que 

k > K' 
k 

k ik < 1 -Up U+ k i => p .x m p .w 

.A 
Il en résulte alors de la définition de Pl 

qui contredit l'hypothèse faite ik ce sur X 

que 

i 1 Il P Il i i o'iCpl 
Â, -
Pl(xi) Si p.x + p.w et si il existe z E n m 

/'.. 
i Co'iCpl Pi(xi)). on déduit de la définition de pl l'existence de y E n 

Soient alors K' et , en vertu de l'hypothèse b), K" tels que : 

./. 
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ce qui contredit l'hypothèse faite sur 
ik 

X 

On a finalement i 
=</>si p X < 1 - Il P Il 

m 

i 
+ p.w . Dans les deux cas, 

Non-vacuité de <P'i(p) pour tout p de B n Y0
• 

i 
X E </>'(p) • 

Puisque ~·i(p) c <P'i(p), il suffit de démontrer que quel que 

soit p dans B ~ Y0
, ~·i(pl ~ <P . L'hypothèse d) garantit la non-vacuité 

i de y' (pl et, il en résulte des hypothèses al, bl, cl et du corollaire 1 

de la proposition 5 du chapitre I, qu'il existe i i 
x dans y' (pl tel que 

i i i y' (p) n P (x l = <P . 

Si Pi(xil <P évidemment i n 'pi ( xi l <P et i ~·i(p). , on a y' (pl = X E 

I Si Pi(xil <P 
i Pi(xil i où = et si y E , soit z le point le segment d'extre-

i i 1 IIP Il - + mités X et y rencontre l'hyperplan d'équation : p.z 
m 

Par définition de i et . Ri est préordre total xiRizi X puisque un 

Par transitivité du préordre : yiPizi et il résulte de l'hypothèse cl 
i i i que x et z sont équivalents pour le préordre R • On a alors : 

déduit 

y'i(pl n Pi(zil = <P 

y'i(p). n Pi(zil = <P 

- Convexité de <P'i(pl. 

mités 
i 

X 

Soient i 
X 

et ,i 
X • 

• Puisque i p.z = _1 _____ l'-'-1 p""'-11: 
m 

i 
+ p.w , on en 

et i i 
Z E ~ 1 (p). 

et i 
y sur le segment d'extré-

i p.w 

Si i 
X ou x'i appartient à ô'i(pl, il résulte de la définition de <P'i 

et de la totalité du préordre que i 
X et 

de l'hypothèse c) et de la définition de <P'i 
i i i i à x et x' • On en déduit y E <P' (pl 

sont équivalents, puis 

que i y est équivalent 

Si xi et x' i appartiennent à 1 'hyperplan d'équation : p. z = 1 - Il P Il 
m 

• i Ai i i i i i il en est de meme de y et P (y l n ô' (p) ~ cp =:> P (y l n ô' (pl ~ cp • 

. /. 

i 
+ p .w 
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Si zi E Pi(y½ n o'i(p), il résulte de l'hypothèse c) et de la transitivité 
/ d 1 t· iRi i du preor re qus es asser ions x z et ,iRi i t "bl x z ne son pas possi es 

simultanément. 

Par totalité du préordre, on a par exemple : 

zi E (Pi(xi) n o'i(p)) C (~(i) n o'i(pi)), ce qui est impossible. 

On en déduit yi E 1'i(p) • 

Par construction, la correspondance n' définie plus haut, est 

ainsi fermée, à valeurs non vides et convexes pour tout p de B n Y0
• Puis

qu'elle prend, en vertu de l'hypothèse a), ses valeurs dans le sous-ensemble 

9., 
compact de R : 

m 
I Xi - {. ~ wi} , la fermeture de n' est éqL1ivalente 

i=1 i=1 

à la conjonction de sa semi-continuité supérieure et de la fermeture de 

ses ensembles images. 

D'autre part, quels que soient 

avec pour tout i = 1,. ,.,m 
i i p.x s p.w Id i 

0 i i p Es n y et z E n'(p) , z =IX - I w 

X i E IO•i(p) __ '°i(p) , . 
1 , on a ainsi : 

1 , ••• , m et p • z s 0 

On peut donc appliquer le lemme 1 : il existe p e B n Y0 et y E y
00

= Y 

tels que y E n'(p); ou,encore, il existe 
m 

(p,x,y) E (B n Y0
) X I Xi x Y tel que 

i=1 

-i 
E 'f i (p) Id i 1, •.. , m X 

m 
-i m 

i I X I w + y 
i=1 i=1 

De l'hypothèse e), on déduit 
- -i 
p.x 

et par sommation sur i, p.y 1 - llp Il 

c'est-à-dire p E s ' et p.y = 0 

On alors, tout i 1, ... , m -i a pour = X 

et 

i p.w 1 - liP Il +--~-,Id i = 1, •.. ,m 
m 

. Puisque p E 
yo 

' llp Il = 1 ' 

,,,... 
i - i - pi cxi J E y (p), 6 ( p) n <P et, 

m 
</> , (p,x,y) E (S n Y0

) X I Xi X Y est 
i=1 

un point quasi-équilibre de E. 
C.Q.F.D, 

Parmi les hypothèses sous lesquelles a été démontrée la propo

sition 1, l'hypothèse b) est une hypothèse de con:ü.nu.ltê, On remarquera 

que sous cette hypothèse, chacun des préordres totaux de préférence Ri 

./. 
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i 
est représentable par une fonction d'utilité u I semi-continue supé-

. i ( 1 ) , 
r1eurement sur X . L'hypothèse c) est une hypothèse de c.onve.:x,U:é 

équivalente, si les préordres de préférence sont totaux, à la con-
i 

vexité, pour tout consommateur i et pour tout point x de son 

ensemble de consommation, de l'ensemble Pi(xi) des éléments de Xi 

strictement préférés à xi. L'hypothèse d) est une hypothèse faible de 

-0Wtvivanc.e. du c.o~omma,te.WLo : tout consommateur a la possibilité de ne 

pas participer à l'échange puisqu'il peut consommer, après une disposition 

éventuelle, ses ressources initiales. L'hypothèse e) suppose la non

-0atUJr.a;té.,on de chacun des consommateurs en toute composante d'une alloca

tion réalisable •. 

Dans l'hypothèse a), supposer que les ensembles de con

sommation sont bornés apparait trop restrictif pour un modèle général dont 

une spécification fréquente suppose justement que les ensembles de consom

mation de tous les consommateurs sont égaux à l'orthant positif de Ri . 

On peut lever cette hypothèse en appliquant la proposition 1 à une économie 

obtenue en intersectant les ensembles de consommation non bornés par une 

boule fermée de centre D et de rayon convenablement choisi. C'est ce qui 

va être fait dans la proposition suivante. 

Proposition 2. 

i i i 
Si une économie d'échange E = (( X , R , w ) . _

1 
, Y), comportant des 

1- , ••• ,m 
activités de disposition décrites par un cône convexe,fermé, Y,de 

sommet O,contenu dans l'orthant négatif (- Rf), vérifie les 

hypothèses : 

a) V i = 1, ... ,m, Xi est un sous-ensemble convexe fermé de Ri 

borné inférieurement pour l'ordre partiel sur Ri produit des 

ordres naturels sur R 

b J V i = 1, .•. , m et V xi E Xi (Pi)-1 (xi) est ouvert dans Xi 

c) V i 1 , .•. , m et V xi E Xi i ,; i i x ~ conv P (x) 

d) V i 1, ... , m y 

m 
Il 

i=1 
est une allocation réalisable, on a 

t t l. 1 pi( i) ,.f.. pour ou = , • , , , m , x ~ "' 

Alors il existe (~.i,7) E (Sn Y0
) x 

quasi-équilibre pour E. 

m 
Il 

i=1 
xi x Y, point de 

,/. 

,.. --.---·---- - -~- - - . -- -- -- - --- - -- - -- -- - -- -- -- - --- - ----- -- ------
(1) cf. T. RADER (1963), Voir aussi G. DEBREU (1964) 
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Démonstration. 

"'i Désignons par X , pour chaque i = 1, .•. ,m, l'eYL6emble 
Jté.aLi-6 a.ble po WL le ,i, ème c.o YL6 o mma;teWL 

"'i { xi i I i X = E X X + 

m 
I: 

j =1 
~ i et y E Y} . 

Il résulte des différents éléments de l'hypothèse a) et de la définition 
"'i t de Y que chaque X est un sous-ensemble convexe, borné et fermé de R • 

Il résulte d'autre part de l'hypothèse d) que chaque est non vide, 

On déduit alors des hypothèses b) etc) et du corollaire 1 de la proposi

tion 5 du chapitre I l'existence de xio E Xi tel que Pi(xio) n Xi=~ , 
et, de l'hypothèse e ),1 'existence de x' io E Pi ( xio) ou encore, par transi ti

Vi té et totalité de Ri x,io E Pi(xi), V Xi E Xi. 

Soit alors r un nombre réel positif tel que la boule ouverte 

) . "'i ,io B (D,r contienne pour tout 1 = 1, • .. ,m, X et x • 
0 

Pour tout ir i i = 1, •• • ,m, posons X = X n Bf(D,r) où B/0,r) désigne la boule 

fermée de centre D et de rayon r; désignons d'autre part par Rir le pré-
ir i ordre total induit sur X par le préordre R et considérons l'économie : 

Er = ( ( ir ir i) ) X ,R ,w ._1 , Y . 
1- ., ••• ,m 

Er vérifie les hypothèses de la proposition 1 et admet donc un point 
m . 

(p,x,y) E (Sn Y0
) X Il X1 r X Y vérifiant 

i=1 

( 1 ) V i 1, ... , m - -i i p.x p.w 

( 2) p E yO et p.y D 

m -i m i 
(3) I: X + I: w + y 

i=1 i=1 

et ai Cp) 

La relation (3) montre que chacun des xi appartient à 

S'il existait Zi E oi(p) n ~(xi) , il existerait sur 

n pir (xi) ~ 

xi C (Xi n B (D,r)). 
0 

le segment joignant 
-i i . /'":"" . 
X à z des points de o1 (p) n P1 r(x1

), contrairement au fait que 

(p,x,y) est un quasi-équilibre de Er . (p,x,y) est ainsi un quasi-équilibre 

de E vérifiant 

Vi=1, •.• ,m p.x i p.w 

C.Q.F.D. 
,/. 
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IV. DU QUASI-EQUILIBRE A L'EQUILIBRE 

Le passage du quasi-équilibre à l'équilibre nécessite l'adjonc

tion d'hypothèses supplémentaires que justifie la proposition suivante : 

Proposition 3. 

Sous l'hypothèse 

\f xi E xi , zi E Pi ( x1 l et vi E Xi ==;:, ,3 À , o < À :=; 1 et 

(Àvi + (1 - À)zi) E Pi(xi) 

'fi(p) coïncide avec ~i(p) en tout point p de S pour lequel 

oiCpl ~ cf> 

Démonstration. 

Soit, en effet, p E S et 
i i 

X E cp (p) 

Si 
i i i i 

z E y (p) n P (x ) et si 

tel que 
i i 

V E o (p) soit À tel que O < À :=; 1 

et (Àvi + (1 - À)zi) E Pi(xi). Puisque À> O, 

(Àvi + (1 - À)zi) E oi(p) n Pi(x1 ), contrairement à l'hypothèse faite 
i i i i i 

sur x • On a ainsi x E ~ (p) et cf> (p) c ~ (p). Puisque 

~i(p) c cpi(p) quel que soit p dans S. on a bien démontré que 
i i i o (p)~ cf> ==;:, cf> (p) = ~ (pl • 

C.Q.F.D. 

Pour assurer que le quasi-équilibre (p.x.y), obtenu sous les 

hypothèses de la proposition 2, soit un équilibre, il reste à trouver des 
i -

hypothèses garantissant la non-vacuité de o (p), pour tout i = 1, .•• ,m. 
i i 

Supposer que pour tout i = 1, ... ,m, w appartient à l'intérieur de(X - Y) 

(i(Xi - Y)) est la façon la plus simple d'obtenir ce résultat 

Proposition 4. 

Si une économie d'échange i i i E = (X ,R ,w ,Y), comportant des 

activités de disposition décrites par un cône convexe fermé Y 

de sommet 0, contenu dans l'orthant négatif (- R! ), vérifie 

les hypothèses a), b), c) et e) de la proposition 2 ainsi que 

b' ) \f i 1, ... , m et \f 
i xi = X E 

i Pi(xi) et 
i xi z E V E ==;> 3 À ' 0 < À < 1 

et À i ( 1 À)z i Pi(xi) V + - E ./. 
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d) 1.,/ i 1 (.ù i E i'(Xi - Y) , ••• 'm, 

m 
Alors il existe (p,x,y) E (Sn Y0

) x Il Xi x Y, point 
i=1 

d'équilibre de E. 

Démonstration. 

m 
Soit, en effet, (p,x,y) E (Sn Y0

) X Il Xi X Y un point de quasi
i=1 

équilibre pour E (proposition 2). Quel que soit i = 1,,,.,m, la variété 
JI, - - i linéaire {z ER lp,z = p.w } est de dimension (Jl - 1) (puisque p 7- D) 

et ne contient pas (Xi - Y) qui est de dimension JI, (hypothèse d). Soit 

donc xi y tel 7- i Puisque i i(Xi y), il existe z E - que p,z p.w (.ù E -

À > 0 assez petit (w i pour que - À(Z - (.ùi)) appartienne à xi - Y. 

Si i i xi, y et si i À(z wi) x'i y' z = X y avec X E y E w - -

avec x'i E xi, y' E Y, selon que p,z < 
i p.w ou p.z > p.wi et 

- yo, i ,i ai Cp) puisque p E l'un des points X ou X appartient à qui est 

ainsi non vide, Il suffit alors d'appliquer la proposition 3 pour voir 

que (p.x.y) est un équilibre de E. 

C.Q.F.D. 

L'hypothèse b'), due àBergstrom (1976) est impliquée par l'hypo

thèse de continuité plus traditionnelle 

b") V 1 V xi E xi v i = , ••• ,m et v 

Dans l'équilibre transitif qui fait l'objet de ce chapitre, 

c'est-à-dire lorsque les préférences de chacun des consommateurs forment 

un préordre total sur son ensemble de consommation, l'hypothèse b") et 

l'hypothèse b) garantissent conjointement que les graphes de toutes les 

relations strictes pi des préordres Ri sont des sous-ensembles ouverts 

respectivement de chacun des ensembles produits Xi x Xi. Cette dernière 

hypothèse est l'hypothèse de continuité la plus généralement faite dans 

l'étude des conditions d'existence de l'équilibre transitif comme de 

l'équilibre intransitif. 

,/. 
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L'hypothèse d) n'est autre que ce que nous avons appelé l'hypo

thue 6o4te. de. -0Wtvivance du con-0ommateWL-O. Dans le cas de libre-disposition 
t· (Y= - R ), elle est équivalente à l'énoncé habituel selon lequel tout 
+ 

con-0ommate.WL peut con-0ommeJz. -0.tlu..&ement moin-0 de. chaque. bien que. n'en com-
i i i i polite. Ja dota,ü,on i~ale. (~ i = 1, ... ,m, 3 x EX , x << w ). 

' Dans le cas où aucune disposition n'est possible (Y= { 0 }) et compte-

tenu de la convexité des Xi, elle énonce que tout con-0ommate.Wt peut 

con-0ommeJz. -0.tlu..&ement moin-0 et -0.t.Jucteme.nt plM de. chaque. bien que. n'en 

compolite. Ja dota,ü,o n i~e.. 

Cette hypothèse est généralement considérée comme peu réaliste. 

Elle enlève d'ailleurs tout intérêt à la distinction des notions de quasi

équilibre et d'équilibre, puisque l'application du lemme 1 à la correspon-

m m 
dance : p + Ç'(p) = I ~·i(p) - { I wi} fournit alors directement des 

i=1 i=1 

conditions d'existence d'un équilibre. On peut l'affaiblir en introduisant 

en contrepartie une hypothèse supplémentaire d'irréductibilité de l'économie 

dont la formulation fera l'objet des définitions suivantes inspirées de 

Debreu (1962), Bergstrom (1976) et Arrow-Hahn (1971). 

Définition 1. 

i i i . . 
Une économie d'échange E = ((X ,R ,w) ._1 ,Y) comportant des acti-

1- , ••• , m 
vités de disposition décrites par un cône convexe fermé Y de sommet D, 

contenu dans l'orthant négatif (- R: ), est dite Ve.b~e.u-bvr..édurnble. si 

pour tout sous-ensemble J, propre et non vide de I = {1, .•• ,m}1 et pour 

toute allocation réalisable (xi), il existe (x'i) E ; Xi vérifiant : 
i=1 

,i /"':;-. 
x'j 

/":-

( 1 ) E P1 (x1
) ~ i J et 

., 
j J pJ ( xj) X E J E , E 

(2) I x'i I 
i 

I (w i i) y - X - E 
iEJ iEJ iEI\J 

Autrement dit, une économie d'échange est Debreu-irréductible 

si pour tout sous-ensemble J, propre et non vide de I, et pour toute 

allocation réalisable (xi),· il existe, après une éventuelle disposi-

tion de surplus non utilisés, une distribution de I xi+ I (wi - xi) 
iEJ iEI\J 

aux consommateurs du groupe J globalement préférée par eux, au sens des 
i 

relations (1), à l'allocation (x )iEJ' 

./. 
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On remarquera que si les préférences sont convexes (c'est-à-
~ 

Pi) dire si, pour tout i, la relation stricte pi est confondue avec 

et si elles vérifient l'hypothèse de continuité des propositions 1 et 2 

(pour tout 
i 

X E xi tel que Pi(xi) ~ ~ , on a alors : Ri(xi) = Pi(xi)), 

les relations (1) s'écrivent 

On retrouve ainsi la définition de l'irréductibilité donnée par Debreu (1862). 

Définition 2. 

Une économie d'échange E 
i i i 

= ((X ,R ,w )i= 1 , ... ,m'Y) est dite MJLow-Hahn-
huiéducti...ble si pour tout sous-ensemble J, propre et non vide de 

I = {1, ... ,m}
1 

et pour toute allocation réalisable (xi), il existe 

i m . 
(x' ) E Il X

1 vérifiant les relations (1) de la définition 1 et : 
i=1 

(2) \f k = 1, .. ,,.Q,, I 'i 
X k > 

il I\J 

I 
,i 

X k 
iEJ 

i E I\J 

Définition 3, 

iEJ 

et Ài > 0 tels que wi 
k 

I 
i 

il existe < xk =:> 

ieJ 

et Ài 0 tels i > que w k 

=:> il existe 

i k xi y + Àke E -

i i i - . Une économie d'échange E = ((X ,R ,w) ._
1 

,Y) est dite BeJc.g~:ttLam~ 
i- , ••• ,m 

huiéducti...ble si pour tout sous-ensemble J, propre et non vide de 

I = {1, •.. ,m} et pour toute allocation réalisable (xi), il existe une 
allocation et un système de m i nombres 8 > 0, i = 1, ... ,m 
vérifiant les relations (1) de la définition 1 et 

(2) I Bi(x'i - wi) E Y . 
iEI 

./. 



-75-

Proposition 5. 

i i i Si une économie d'échange E ((X ,R ,w l._ 1 ,Y)), 
1- , ••• ,m 

comportant des activités de disposition décrites par un cône 

convexe fermé Y de sommet 0, contenu dans l'orthant négatif 
JI, 

de R, vérifie les hypothèses a), b), c) de la proposition 2, 1 

b') de la proposition 4 et 

d) \f i = 1, , , , , m , Wi E Xi - Y et 

el E est Bergstrom-irréductible 

m 
E 

i=1 

i m 
W E i( E 

i=1 

m 
alors il existe (p,x,y) E (Sn YO) IT Xi X Y, 

i=1 
point d'équilibre de E. 

Démonstration. 

L'hypothèse el de la proposition 5 impliquant la non-saturation 

en toute composante d'une allocation réalisable, c'est-à-dire l'hypothèse e) 

de la proposition 2, soit (p,x,y) E (Sn Y0
) X W Xi X Y un point de 

i=1 
quasi-équilibre de E vérifiant, en outre, comme on l'a vu plus haut : 

.Â 

\/ - -i i 'i i (-i) - 'i - -i u i = 1, •.. ,m, p.x = p.w et x E P x ~ p.x ~ p.x 

Désignons par J le sous-ensemble de i-I : J = {i E I/8 (pl ~ ~} • 

Puisque p ~ D, ·1a variété linéaire 
JI, -

{z ER /p.z 
m 

p. E wi} est de 
i=1 

m 
de dimension (JI, - 1) et ne contient pas ( E Xi - Y) qui est, d'après 

i=1 

l'hypothèse d~ de dimension JI, • Comme dans la démonstration de la pro
m 

position 4, on en déduit l'existence de z E E Xi - Y tel que 

m 
p.z < p. E 

i=1 

i w , ce qui montre que 

i=1 

J ~ ~ • 

Soient alors,si J ~ I et pu~sque E est Bergstrom-irréductible, 

m 
rr x1 . et 

1=1 
8

1 
> D vérifiant par rapport à (xi) les relations 

(1) et (2) de la définition 3. 

./. 
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On déduit de la proposition 3 wi) > 0 et, en vertu 

de (2), p. E Bi(x'i 
iEI\J 

wi) < 0 • Il existe donc i E I\J tel que 

Bi- ( 'i p • X wi) < 0, contrairement à la définition de 

I\J = {i E I/oiCpl = cp} 

Corollaire 1; (Bergstrom) C.Q.F.D. 

! La conclusion de la proposition S reste vraie si l'hypothèse 

e) est remplacée par : 

e) Pour toute allocation réalisable 

j = 1, ... ,m, il existe 

Corollaire 2. (Debreu) 

i (x' ) E 

(xi) et pour tout 
m 
rr xi et Bj > o 

i=1 
tels que 

La conclusion de la proposition 5 reste vraie si l'hypothèse 

e) est 1·emplacée par : 

e) E est Debreu-irréductible. 

Démonstration. 

Il sufftt de vérifier qu'une économie Debreu-irréductible est 

t · , d t · b 1 ( 1 ) S . t ff t J b 1 Bergs rom-1rre uc 1 e oien, en e e, un sous-ensem e pro-

pre de E, (xi) une allocation réalisable et (x'i) une allocation 

vérifiant par rapport à (xi) les conditions (1) et (2) de la définition 1. 

On déduit par addition de la relation (2) de la définition 1 et 

de la relation 

de 

( E 
i 

X 

iEI id 

(x'i i r - w ) + 2 
iEJ 

sorte que l'allocation 

x"i = x'i si i 

x"i = X si i 

(x i wi) r -
id\J 

(X" i) définie 

E J 

E I\J 

vérifie les conditions de la définition 3. 

E y 

par 

C.Q.F.D. 

(1) Il en est de même d'ailleurs rour d'autres définitions alternatives 

de l'irréductibilité, comme celle de Mc. Kenzie. 

./. 
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Corollaire 3. 

La conclusion de la proposition 5 reste vraie si l'hypothèse e) 

est remplacée par : 

e) E est Arrow-Hahn-irréductible. 

Démonstration. 

Plutôt que de démontrer que l'Arrow-Hahn-irréductibilité impli

que la Bergstrom-irréductibilité, nous démontrerons directement ce 

corollaire. 

Soit, comme dans la démonstration de la proposition 5, (p,x,y) 
un quasi-équilibre de E et J = {i E I/oi(p) ~ ~} • L'hypothèse d) montre 

que J ~ ~. 

Si d'autre part J ~ I, soit (x'i) vérifiant par rapport à (xi) 

les conditions (1) et (2) de la définition (2). Il résulte des conditions 

(1) et de la définition de J que 

z: 
iEJ 

- i 
P .x' > 

tel que pk( Z: x'~ 
iEJ 

--i 
p.x, de sorte qu'il existe k E {1, .•• ,i} 

i 
Z: xk) > 0 

iEJ 

D'après les conditions (2), il existe alors i E I\J tel que 

i - i -
8 (p) = ~, contrairement à la définition de I\J = {iEI/8 (p) ~} 

C.Q.F.D. 

On notera pour terminer que, sous réserve d'un léger renfor

cement de l'hypothèse d), la dûbr.a.bilfté de tout bien, pouJt tout eon

Jomma.teuJt, en toute eompo~ante d'une a..lloea.tion ~éa..U..6able est un cas 

particulier de la Bergstrom-irréductibilité. Ceci permet d'établir le 

corollaire suivant : 

Corollaire 4. 

La conclusion de la proposition 5 reste vraie si les hypo-

thèses d) et e) sont respectivement remplacées par : 

ziEXi i i 
m 

i 
m 

xi d) \j i = 1, •.. , m 
' 3 ' z < w et I w E i( I -

i=1 i=1 

./. 
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i e) pour toute allocation réalisable (x ), pour tout : 1., ••• .,m 

et pour tout k = { 1, .. ,, .Q,} il" -existe À!>o tel que i i k i i 
X + À k e e:P ( X ) , 

On a de plus à l'équilibre (p,x,y) : p >> 0, et y= 0 (les 

prix d'équilibre sont strictement positifs et l'équilibre est 
réalisé sans disposition d'excédents). 

Démonstration. 

Soit (p,x,y) un quasi-équilibre de E = (Xi,Ri,wi). 
1 

,Y)). 
i= , ... , m 

Comme on l'a vu à plusieurs reprises, il résulte de la 2ème 
partie de l'hypothèse d) qu'il existe i tel 

. i - #'i k i i 

i
que o (p) ~ ~ 

- -i i k p.(x +;\e ) 

• Si P_k :,; 0, 
soit alors Àk > 0 tel qu_e x +. Xke e: ~ (x) < l _ p.w, con-

trairement au fait que xl e: 'f l (p) :: ç;l (p). 

On a donc p >> 0 et de p.y:,; O et y:,; 0, on déduit y= 0 

Ces remarques conduisent à rechercher un quasi-équilibre 

m 
(p, x, y) e: c s n R) x rr 

i=1 
pour l'~conom~e . 
' - l l l -1+ E - ((X ,R ,w )i=1, ,,,,m'(-R" )) , 

La proposition 2 montre qu'un tel quasi-équilibre existe et il résulte 
de ce qui précède que c'est aussi un quasi-équilibre de E. 

Il reste à vérifier que E est Bergstrom-irréductible. 

Soient (xi) une allocation réalisable, J un sous-ensemble 
propre et non vide de I et i

1 et i
2 deux éléments quelconques respecti

vement de Jet I\J. Il résulte de la convexité de xi 2 et de Pi 1 (xi 1 ), de .-A: 
la définition de Pl 1 et de la première partie de l'hypothèse d) qu'il 
existe zi 2 e: Xi 2 tel que 

A 
zi2 < wi2 et xi1 + (wi2 - zi2) E Pi1(xi1) 

Si x'i i on pose = X i ~ i1 et i ~ i2 

x'i1 X 
i1 + (wi2 zi2) 

x,i2 
i2 + i2 

X z = 
2 

./. 
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On r ,i r i i2 i2 a X X = w . - z ou encore 
iEJ iEJ 

I (x'i - wi) + 2(xi2 wi2) 0 J 

i:;ti2 

ce qui montre que E est Bergstrom-irréductible, 

C.Q.F.D. 

Le corollaire 4 est applicable au cas où les consommateurs ont 
i i i i i des préférences monoton.v.i ( x . < x' =-> x' E P ( x )) sur des ensembles 

de consommation égaux à l'orthant positif de R
2

• Si on remarque qu'on 

peut éliminer de l'échange les consommateurs qui ont une dotation initiale 

nulle, il établit l'existence d'un équilibre, réalisé sans disposition 

d'excédents et à des prix strictement positifs, pour une économie véri

fiant les hypothèses b) etc) de la proposition 2, b') de la proposition 4 

et : 

d) ~ i = 1, •.• ,m, 
i w ::::: 0 et 

0 

0 0 

m 
I 

i=1 

i w >> o. 

./. 
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I. INTRODUCTION 

L'équilibre non transitif (ou Jntransitif) se définit, a contrario, 

de l'équilibre transitif par le fait que lv.i pné6énenQe.6 dv.i QOn6omma.tewi6 

ne .6on:t pM .6uppo.6ée..6 6oJr.men u.n pnéondne :to:ta1. .6M leu.n en.6emble de QOnoom

ma.û.on. 

Cette définition purement négative conduit à inclure, en premier 

lieu, dans l',équilibre intransitif le cas où les préférences larges des con

sommateurs (préférence stricte ou équivalence) sont supposées former .6eu.le

men:t u.n pnéondne po.Jt;ti,ù sur leur ensemble de consommation, c'est-à-dire 

le cas où les choix potentiels des consommateurs, tout en possédant la cohé

rence de la transitivité, ne peuvent suffire à classer tous les couples de 

paniers de biens potentiellement offerts à leur consommation. L'objection 

de la vraisemblance empirique de préférences non totales (ou incomplètes) 

a été la première mise en cause de la rationalité des consommateurs. 

L'équilibre intransitif permet aussi d'abandonner outre la transi

tivité des seules relations d'indifférence liée à la totalité des relations 

de préférence larges (la notion d'indifférence englobant ici les deux no

tio~s complémentaires d'équivalence et de non-comparabilité) toute hypothèse 

de transitivité des relations de préférence stricte. L'intransitivité est 

alors envisagée dans son acception la plus radicale. 

Enfin, le remplacement, pour la représentation des préférences, 

des relations binaires que sont des préordres totaux sur les ensembles de 

consommation, par des correspondances pouvant éventuellement dépendre expli

citement d'autres arguments, permet d'introduire dans l'équilibre intransitif, 

à côté des intransitivités possibles dans la comparaison deux à deux des pa

niers de biens, la possibilité d'un certain nombre d'externalités, comme la 

dépendance des préférences par rapport aux consommations des autres consom

mateurs ou par rapport aux prix du marché. On notera cependant que la prise 

en compte d'externalités dans les préférences n'est pas nécessairement liée 

à l'abandon de la transitivité et qu'une notion aussi essentiellement tran

sitive que celle d'utilité permet également de faire dépendre la satisfac

tion de chaque consommateur des consommations des autres consommateurs et 

des prix du marché. On trouve ainsi dans Mc Kenzie (1955) un traitement de 

./. 
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l'équilibre transitif avec des externalités de consommation et dans Arrow

Hahn (1971, chapitre VI) une extension de l'existence de l'équilibre tran

sitif au cas où les utilités dépendent des prix. De telles extensions ne 

sont cependant pas possibles dans le cadr~ de l'approche en termes de de

mande excédentaire que nous avons adoptée dans le chapitre II. 

La raison d'être de la définition que nous avons adoptée de 

l'intransitivité réside dans le rôle que jouent, pour l'existence de l'équi

libre transitif, la transitivité et la totalité des préférences. Si on relit 

attentivement les démonstration~ du chapitre II, on verra, en effet, que 

nous avons utilisé à plusieurs reprises ces deux propriétés. Parfois parce 

qu'elles facilitaient l'obtention de résultats intermédiaires qui auraient 

pu être obtenus sans elles; nous aurons ainsi dans ce chapitre l'occasion 

d'adapter à l'équilibre intransitif des procédures de démonstration emprun

tées à l'équilibre transitif. En un cas, cependant, l'adaptation est impos

sible: transitivité et totalité des préférences permettent dans l'équilibre 

transitif d'établir la convexité des ensembles-images des correspondances 

de quasi-demande, convexité évidemment nécessaire à l'application du lemme 1 

du chapitre II à la correspondance de quasi-demande excédentaire; tandis 

que dans le cas de préférences non transitives et totales, cette convexité 

ne peut être obtenue sans un renforcement des autres hypothèses sur les pré

férences. A.Mas-Colell (1974) l'a démontré en construisant un exemple de re

lation irréflexive et transitive, mais non négativement transitive (1 ), ;

valeurs convexes et de graphe ouvert, engendrant une correspondance de de

mande à valeurs non nécessairement convexes et qui n'admet pas de sous-cor

respondance semi-continue supérieurement et à valeurs convexes. Le contre

exemple de Mas-Colell invalide ainsi toute approche de l'équilibre intransitif 

en termes de demande excédentaire, comme d'ailleurs l'utilisation de tout théo

rème de point fixe dont l'application à l'existence de l'équilibre intransitif 

nécessiterait la convexité des valeurs de la correspondance de demande. 

(1) et donc partie asymétrique d'un préordre qui n'est pas total. On peut, en 
effet, voir dans Fishburn (1970) que la partie asymétrique d'un préordre 
total est caractérisée par le fait qu'elle est négativement transitive 
(non x Py et non y Pz impliquent non x Pz), tandis que la partie asymé
trique d'un préordre par'tiel est seulement transitive. 

./. 
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Si on excepte l'article de A. Mas-Colell (1974) et un premier 

article de Shafer-S0nn2nschein (1975,a), les démonstrations d'existence 

de l'équilibre intransitif reposent implicitement ou explicitement sur un 

résult~t préalable d'existence d'un équi1ibre dans une économie abstraite. 

Aux deux exceptions près qui viennent d'être signalées, l'obtention des 

"nouveaux" théorèmes d'équilibre (c'est ainsi que Borglin et Keiding (1976) 

désignent les théorèmes d'existence de l'équilibre intransitif) est en ef

fet caractérisée par le recours à une approche qui fut, comme on l'a si

gnalé dans l '.introduction du chapitre II, la première approche de l' équi-

libre l'approche en termes d'économie abstraite, c'est-à-dire la descrip-

tion du fonctionnement compétitif de l'économie comme un jeu non-coopératif 

généralisé,faisant intervenir,à côté des agents économiques traditionnels, 

un agent supplémentaire dont le comportement formalise le rôle des prix 

dans une économie compétitive. On notera cependant que l'existence d'un 

équilibre pour ce jeu généralisé ne doit rien, lorsque les préférences ne 

sont pas transitives et totales, à la généralisation obtenue par Debreu en 

1952 du théorème de Nash, puisque la démonstration du théorème d'équilibre 

de Debreu (1952) reposait sur la convexité des ensembles-images pour des 

correspondances qui ne sont autres que les correspondances de demande lors

que l'économie abstraite considérée est celle associée à une économie d'é

change. L'existence d'un équilibre dans une économie abstraite intransitive 

nécessite l'emploi, selon le degré de force des hypothèses faites sur la 

continuité des préférences des agents, d'un théorème obtenu par sélection 

à partir du théorème de Kakutani ou d'un corollaire de ce théorème dont une 

démonstration directe et élémentaire peut être donnée à partir du théorème 

de Kakutani, sans appel au théorème de sélection. 

C'est le premier de ces deux théorèmes que nous appliquerons dans 

le paragraphe II, afin d'asseoir l'équilibre intransitif sur les hypothèses 

les plus faibles possibles. Afin, par ailleurs, de relaxer, dans l'équilibre 

intransitif comme dans l'équilibre transitif, l'hypothèse forte de survi

vance des consommateurs, nous appliquerons ce théorème à la démonstration 

de l'existence d'un quasi-équilibre (plutôt que d'un équilibre) d'une éco

nomie abstraite, pour un concept de quasi-équilibre que nous définirons préa

lablement en vue de l'application du résultat à la démonstration de l'exis

tence d'un quasi-équilibre dans une économie d'échange intransitive. 
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Le cadre de cette démonstration, effectuée dans le paragraphe III, 

sera celui qui a été défini dans le chapitre II : une économie d'échange 

pur, comportant un nombre fini de biens et un nombre fini de consommateurs 

et pour laquelle des possibilités de disposition des excédents, décrites 

par un cône convexe fermé Y, de sommet 0, contenu dans l'orthant négatif 
g, 

de R, permettent de traiter simultanément l'équilibre avec libre disposi-

tion (Y= -R1
+) et l'équilibre sans disposition (Y= {O}). L'existence d'un 

quasi-équilibr~ intransitif y sera démontrée sous des hypothèses plus fai

bles ou équivalentes à celles qui assurent au chapitre II l'existence d'un 

quasi-équilibre transitif (sans externalités). 

Enfin, le passage, dans le paragraphe IV, de l'existence d'un 

quasi-équilibre intransitif à l'existence d'un équilibre intransitif repo

sera sur des conditions de continuité des préférences et d'irréductibilité 

de l'économie dont la définition généralisera à des préférences intransi

tives, et pouvant éventuellement dépendre des prix et des consommations des 

autres consommateurs, les définitions correspondantes données dans le chapi

tre II. 

II. EQUILIBRE ET QUASI-EQUILIBRE DANS UNE ECONOMIE ABSTRAITE 

- . b -1-o.~ :+ t C&.. i i i m Une econom<.e a -0,vUM.A.,e da~s R, G= ((X, a, P )i=1) est définie 

par la donnée de m sous-ensembles X1 de R1 , interprétés comme les en-0embl~ 
de choix de chacun des m agents i = 1, ... m, de m co!Vt~pondanc~ de con-

i m . . . m . . 
buu,n.t~ a rr xJ + X1 et de m co1Vte-0pondanc~ de pné6énenc~ P1 

: rr xJ+x 1
• 

j=1 j=1 

Les correspondances de contrainte indiquent,pour chaque 
m . 

pour chaque élément x de l'ensemble produit X= Il xJ,l'ensemble 
. . =1 j 

choix possibles pour i dans X1
, compte tenu des ~hoix ( x ) . J. des 

Jrl 

agent i et 
i a (x) des 

autres agents. 

Les correspondances de préférence indiquent pour chaque agent i et pour chaque 
m . . . 

élément x de l'ensemble produit X= Il XJ l'ensemble P1 (x) des éléments de X1 

i j =1 j 
préférés pari à x, compte tenu des choix (x ) ·J· des autres agents. 

Jrl 

./. 
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Un é.qt.Ulibtc.e, de Gest un point x de X vérifiant pour tout i=1, •.. , m: 

( 1 ) 

(2) 

-i i -
X E a (x) 

pi (x) n ai (x) = ~ 

Les définitions qui viennent d'être données sont empruntées à 

Shafer-Sonnenschein (1975,b). Elles généralisent les définitions de Debreu 

(1952) et Arrow-Debreu (1954) données en termes de fonctions d'utilité des 

agents sur X. L'équilibre d'une économie abstraite se réduit à un équilibre 

de Nash si l'économie abstraite est un jeu non coopératif fini, c'est-à-dire 
i dans le cas particulier où les sous-ensembles X sont les simplexes des stra-

tégies mixtes de chacun des m joueurs, où les correspondances ai vérifient : 
i i a (x) = X ,YxEX et où les préférences sont déduites de fonctions de paiement 
i 

p : X-+ R. 

Nous allons maintenant donner du quasi-équilibre d'une économie 

abstraite une définition destinée à permettre de retrouver la notion de qua

si-équilibre, définie au chapitre II, lorsque l'économie Gsera l'économie 

abstraite associée à une économie d'échange pur comportant des activités de 

disposition. 

tout i = 

Soient 

1' ... ' 
(3) 

(4) 

donc 

m et 

si 

pour 

i 
C a 

m 
II 

j = 1 
tout 

(x) 

xj -+ xi m correspondances vérifiant pour 

X de X les conditions : 

i 
= a (x) 

1 2 m 'e Posant S = (S, S, ... , S ), nous appellerons S - qucv.,i-é.qulli.btc.e, de Gtout 

point x de X vérifiant pour tout i = 1, .•• , m 

c 1 J xi E i ex) 

(2) pi (x) n si (x) =~ 

La démonstration de l'existence d'un quasi-équilibre de ~reposera 

sur la partie b) du corollaire 1 de la proposition 12 du chapitre I, théorème 

de point fixe dont l'énoncé, dO à Bergstrom (1975), généralise un résultat de 

Gale et Mas-Colell (1975). 
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Rappelons tout d'abord l'énoncé de ce théorème obtenu par sélec

tion à partir du théorème de Kakutani et dont nous indiquons ici une va

riante qui suffira à la démonstration de la proposition 1 : 

Théorème 1 (Bergstrom - Mas-Colell) 

Si pour tout i = 1, ... , m, Xi est un sous-ensemble non vide, 

convexe, compact de Ri et si fi est une correspondance ~emi-
m . . 

Œon,ti:nue inoétuewr..ement sur X= TI XJ, à valeurs dans Xi, 

vérifiant pour tout x de X : xi !=~onv fi (x) (où conv ti (x) 

désigne l'enveloppe convexe de fi (x)), alors il existe x EX 

tel que l'on ait, pour tout i = 1, ... , m: 

lfi (x) = <1> • 

Ce théorème a pour corollaire immédiat un cas particulier d'un 

théorème démontré dans Shafer-Sonnenschein (1976), à partir du théorème 

de Kakutani, sans aucun appel au théorème de sélection de Michael : 

Théorème 2 (Shafer - Sonnenschein) 

Si pour tout i = 1, ... , m, Xi est un sous-ensemble non vide, 

convexe, compact de Ri et si fi est une correspondance définie 
m • . 

sur X.= TI xJ, à valeurs dans Xi, dont le gnaphe e~t auvent 
j =1 . . 

dans X x Xi et qui vérifie pour tout x de X : xi i conv 'Pl (x), 

alors il existe x EX tel que l'on ait, pour tout i = 1, ... , m 

'fi (x) = <I> • 

On a indiqué, dans le chapitre I, la démonstration directe et 

élémentaire de ce théorème (corollaire 2 de la proposition 12 du chapitre I), 

à partir du théorème de Kakutani. 

Le théorème 1, qui fait intervenir une hypothèse plus faible de 

continuité des correspondances 1i, permet d'obtenir la proposition suivante 

./. 
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Proposition 1 

Si pour tout i = 1, ... , m 

a) Xi est un sous-ensemble non vide, convexe, compact de Rt 
i b) a est une correspondance semi-continue supérieurement sur X 

et à valeurs non vides, convexes, fermées 

c) Si est à valeurs convexes 

d) ou le graphe de si est ouvert dans X X xi et pi est semi

continue inférieurement sur X 

- ou Si est semi-continue inférieurement sur X (on déduit alors 

des relations (4) que ai est sci en tout point x de X pour 
i i i lequel S (x) I ~) et le graphe de P est ouvert dans X x X 

i i e) pour tout x de X, x t conv (P (x)) 

alors '8= ((Xi, ai, Pi) i = 1, ... , m)admet un S-quasi-équilibre. 

Démonstration 

i i i Considérons tout d'abord, pour tout i = 1, ... , m, G ={xEX/x ta (x)}. 

Puisque ai est ses à valeurs non vides, convexes et fermées, on peut trouver 
i dans X et un ouvert convexe V de X tels que, 

m X 
un voisinage ouvert U de x 

, X 

si pl désigne la projection rr xj -+ xi : 
j =1 

i 
(U ) V p n 

X X 
= ~ 

x' u i 
E => a (x')cV. 

X X 

La famille (U) Gi constitue un recouvrement ouvert de l'ensemble 
, • X XE ( 1) 

ouvert Gl. Puisque Gl est un espace métrique (et donc paracompact ), soit 

(Wj)jEJ un recouvrement oeJtmé (dans Gi) de Gi, 

- localement fini : tout x de Gi admet un voisinage qui ne ren-

contre qu'un nombre fini 

- plus fin que 

telle que pour tout j de 

des W. 
J 

(U) Gi : il existe une application TI 
X XE 

J,W.cLJ(.)" 
J TI J 

(1) Voir au début de la partie V du chapitre I un rappel de la définition et 
des propriétés de la paracompacité. Voir aussi Bourbaki, Topologie géné
naie, chapitre IV, paragraphe 4. 
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La correspondance ôi Gi -+ xi définie par ôi(x) n 
XEW. 

V 
1î ( j) vérifie 

les propriétés suivantes : J 

le g1ta.phe de ôi e/2:t ou.vvit da.n-6 Gi xi. En effet, 
i 

appartient X si (x,z) 

au gràphe de ôi et puisque le recouvrement (W.) . J est fermé et locale
J JE 

ment fini, il existe un voisinage W de x tel que, pour tout x' de ce 

voisinage, l'ensemble {jEJ / x'EW.} soit fini et contenu dans {jEJ/xEW.}, 
. . J J 

On en déduit: x'EW=> ôi(x) c ôi(x') 
i i i i et x'EW, z' EÔ (x) => z' EÔ (x'). 

Puisque ôi est, par construction, à valeurs ouvertes, ceci démontre l'ou
i verture du graphe de ô . 

- ôi e/2:t èi va.leU/L.6 c.onvexe/2 e:t non. vide/2. En effet, chacun des V 1r(j J est 
l 

convexe; d'autre part, XEW. =>a (x) c V ( ')' de sorte que, pour tout x 
. . . J 1î J 

de Gi, ôi(x) contient ai(x) et est ainsi (hypothèse b) non vide. 

- VxEGi, xiiôi(x) car xEWj =>xiiVîî(j)" 

En vue de leur appliquer le théorème 1 rappelé plus haut, définis

sons maintenant pour tout i = 1, ... , m les correspondances ~i : X-+ Xi 

{

ôi(x) si xiiai(x) 

·l ( X ) = si ( X ) n pi ( X ) si Xi E ai ( X) 

i i , , ~i d Six ia (x), la semi-continuite inferieure en x de I provient es 

propriétés de cqntinuité de ôi, 

Si xiEai(x), plaçons-nous, par exemple, dans le cas où Si a un 

graphe ouvert dans X x Xi et où Pi est sci sur X (dans l'autre cas, il suf

fit d'interchanger les rôles de Pi et de Si), Soit V un ouvert de Xi véri

fiant : V n Si(x) n Pi(x) I t et soit ziEV n Si(x) n Pi(x). Puisque le graphe 
i -,,'! ,tt'. i i i i de S est ouvert, soient UEv(x) et WEv(z) tels que : x'EU et z' EW-+ z' ES (x'), 

De la semi-continuité inférieure de Pi, on déduit l'existence de U'E'Ocx) tel 

que x'EU'-+ V n W n Pi(x') / t. Si xEU n Li', on a alors : V n Si(x') n Pi(x')/~ 

et a fortiori V n ai(x') I t, d'où l'on déduit (puisque ai(x') c ôi(x')) : . . 
V n'fi(x') I t. ce qui démontre la semi-continuité inférieure en x de 'fi. 

Il résulte enfin des propriétés de ôi et des hypothèses c) et e) que 
i i i 

les correspondances f vérifient, pour tout x de X : xi conv ~ (x). 

Soit alors, en application du théorème 1, XEX tel que l'on ait pour tout 

i = 1, ... , m: ~i(x) = ~. Puisque ôi est à valeurs non vides, on en déduit 
-i i - i - i -

\fi = 1 , ... , m , x E a ( x) et S ( x) n P ( x) = ~ 

C.Q.F.D. 
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-89-

Remarques 

1. Si pour tout i = 1, ... , m, 1/Ji : X+ R+ est une fonction semi-

t · ' · f ' ' t ( 1 ) t . ,,, ( ,,,1 ,,.m) J G b ( 1 9 7 7 ) con inue in erieuremen e si 'I' = 'I' , ••• , 'I' , • reen erg 

s'inspirant de la définition donnée par Debreu (1962) pour le quasi-équi

libre d'une économie, définit un iµ-qu.Mi-ê.quilibne.. d'une économie abstraite 
'-€ i i i c, = ((X , a , P ) . _

1 
) par les relations 

1- ., ••• ., m 
-i i Vi=1, .. .,m, x E a (xl 

Pi(xl n icx) = q> et/ou icx) = D 

Les notions de s-qu.Mi-ê.quilibne.. et de iµ-qu.Mi-ê.quilibne.. sont 

évidemment reliées. 

Si les correspondances Si sont sci, il existe des fonctions Î: X+R~. 

semi-continues inférieurement et vérifiant i/Cx) > D < ~ Si(x) f. qi (par 

exemple les fonctions i/cx) 1 si Si(x) f. qi; /ex)= D si Si(x) =qi). Un 

1/J-quasi-équilibre est alors un S-quasi-équilibre. 

On peut inversement, à partir des 1/Ji, définir pour tout i 

des correspondances si 

si lcx) = D 

1 , ••• , m 

et uns-quasi-équilibre est un iµ-quasi-équilibre. Si les correspondances ai 

sont sci en tout point x de X pour lequel 1/Ji(x) > D, les correspondances Bi 

sont sci. La proposition 1 avec une hypothèse d) de semi-continuité inférieure 
i pour les correspondances S et d'ouverture du graphe pour les correspondances 

de préférence est ainsi équivalente au théorème d'existence de J. Greenberg 

(1977). 

L'intérêt de la notion de S-quasi-équilibre et du théorème d'exis

tence qui a été démontré ici est de permettre aw.,~,[ l'existence du quasi

équilibre sous des hypothèses plus faibles de continuité des préférences, au 
i prix d'un renforcement des hypothèses de continuité des correspondances S 

qui correspond précisément, on le verra, aux propriétés de ces correspondances 

dans l'économie abstraite qui sera associée à une économie d'échange. 

(1) J. Greenberg suppose les fonctions 1/Ji continues mais la démonstration de 

son théorème n'utilise que la semi-continuité inférieure des 1/Ji . 

. /. 
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2. Si pi est à valeurs ouvertes dans xi (ce qui est en particulier 

pi i relations Pi(x) i 
I <P le cas si a un graphe ouvert dans XxX ), les n Cl (X) ---

et Si(x) I <P impliquent Pi(x) n Si(x) I cp , puis Pi(x) n Si(x) I cp. 

Si Si est à valeurs convexes et ouvertes dans Xi (en particulier, 

si Si a un graphe ouvert dans XxXi) et si Pi vérifie l'hypothèse : 

i i i (1) VxEX, y E P (x) et z => 

3 À, 0 <À~ 1 et Àzi + (1-À) yi E Pi(x) 

les relations Pi(x) n i(x) /<Pet Si(x) l<P impliquent également 

Pi(x) n Si(x) / <P. puis Pi(x) n Si(x) -/<P. 

Sous réserve donc de l'adjonction de la propriété de continuité (1) 

pour les correspondances de préférences semi-continues inférieurement sur X, 

la recherche des conditions de passage de l'existence d'un S-quasi-équilibre 

à l'existence d'un équilibre se ramène ainsi à la recherche de conditions 

assurant la non-vacuité de tous les Si(x) en tout S-quasi-équilibre x de 6 
obtenu par application de la proposition 1. 

i 3. Il suffit de poser pour tout x de X, a (x) 

pour voir que le théorème 1 est un cas particulier de la proposition 1. Il en 

est de même évidemment du théorème 2 et on a vu, dans la partie V du chapi

tre I, que ce dernier impliquait le théorème de Kakutani. On notera donc, 

comme Uzawa l'avait fait pour le lemme de Gale-Nikaido-Debreu et comme nous 

l'avons indiqué dans le chapitre II pour le lemme utilisé pour établir l'exis

tence de l'équilibre transitif, que le théorème d'existence d'un S-quasi-

équilibre pour une économie abstraite intransitive implique le théorème 

de Kakutani qui reste ainsi le théorème sur lequel repose obligatoirement 

toute démonstration de l'existence de l'équilibre,tant transitif qu'intran

sitif,pour une économie comportant un nombre fini de biens et un nombre fini 

d'agents, 

,/. 
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III. EXISTENCE D'UN QUASI-EQUILIBRE DANS UNE ECONOMIE D'ECHANGE 

Considérons maintenant une économie d'échange 
·i i i b E = ((X, P , w) ._

1 
Y), caractérisée par la donnée de m en-0em l~ 

de QOn-0ommwon ~i ~-~i:mde m QOMe-0pondanQ~ de pné&énenQe 
m 
II j i i t X ~X, de m vecteurs w ER représentant les n~-00U!l.Q~ 

j=1 
in,,ltlal~ de chacun des consommateurs, et d'un cône convexe fermé Y, de 

sommet D, contenu dans l'orthant négatif de Rt, représentant, comme dans 

le chapitre II, les po-0-0ibili,t,é-0 de fupo-0ilion des biens en excédent. 

Comme dans le chapitre II, S désigne la sphère-unité de Rt 

S = { p E Rt / Il p Il = 1 } 

et les prix du marché, dont les coordonnées peuvent être positives, négatives 

ou nulles mais qui n'interviennent dans les définitions et résultats de la 

théorie de l'équilibre que définis à une constante positive multiplicative 

près, sont tous supposés de norme égale à 1. 

La représentation des préférences de chacun des consommateurs 
i par les correspondances P , pour lesquelles on ne fait aucune hypothèse 

de totalité ou de transitivité dans la comparaison deux à deux des éléments 

de Xi, permet d'introduire la possibilité pour les préférences de chaque 

consommateur de dépendre des prix et des consommations des autres consomma

teurs. L'introduction de ces externalités est un des avantages de l'équilibre 

non transitif. 

Ainsi Pi(p,xl désigne l'en~emb~e d~ élémeviU de x<- -0.tJu..c;temen:t 
p!téoé!té-6 à XÂ.., QOmpte tenu. de p et de ( XJ) , .1. , , 

Jt,{, 

Comme au chapitre II, on définit pour tout p ES et pour tout 

i 1, ... , m : 

yi(p) {xi E Xi/ p.Xi ~ p.Wi} 

eoM~pondanQe bu.dgétaine du. iième eon-0ommateut1. 
~i(p) { i i / i i} u = x EX . p.x < p.w 

./. 
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1 
m 

xi Une a..U.oc.a.tion X = (x 
' •• Il ' 

xm) E II est dite ttéa.U..6 ab.te. s'il 
m 

i 
m i=1 m 

i 
m 

wi} existe y tel l l 1 c'est-à-dire si l { l y E que X w + y, X E + 

i=1 i=1 i=1 i=1 

Un qucv..i-équilibtte. de E est un point (p, x, y) ES x 

conditions : 

m 
7T 

i=1 
Xi x Y vérifiant les 

( 2). p E yo = 
9., 

{pER /p.y ::; 0, \/y E Y} et p.y = 0 
m -i 

m 
i (3) l X l w + y 

i=1 i=1 

Bien entendu, cette définition se réduit à celle donnée au chapitre II si 
i 

pour tout i = 1, ... , m, P est la correspondance de préférence stricte 

associée à un préordre total sur Xi, indépendant des prix et des consomma

tions des autres consommateurs. 

A l'économie d'échange E, on associe une économie abstraite 

'ii =((Xi, Q i, cl). ) de la façon suivante. 
1=0,1, •.• ,m 

Si B est la boule-unité de Rt, B = {pER2 
/ Il p Il ::; 1}, on introduit tout 

d'abord un agent supplémentaire (i=O) possédant 

- pour ensemble de choix : X0 = B n Y0 

- pour correspo·ndance de préférence Q O définie sur ( B n Y0
) x 

valeurs dans B n Y0 

i i i i } Q0 (p,x) = {qEB n Y0 /q.(Ix -Iw) > p.(Ix -Iw) 

m 
II 

i=1 

m 
- pour correspondance de contrainte a0 

: (B n Y0 )x II Xi+ (B n Y0
) 

i=1 
a0 

( p' X) = B n Y0 

Autrement dit, e.n ag.l6-0a.nt -0W1. .tu pttix dan-0 .te. domaine. B n Y0
, ex. poU/1. 

m . 
une. a..U.oc.a.tion donnée. x E II X1

, l'age.nt ~upp.téme.ntaitte. c.heJLc.he. à maximiser 
i=1 

la valeur de l'excédent de la somme des consommations par rapport à la somme 

des ressources initiales, ou encore à m.,[nim.loe.JL .te. c.oiU de. .ta fupo-0,,Lû,on 
néc.u-0aitte. poU/1. annu.te.JL un e.xc.éde.nt du monta.nt :t.o:t.a..t du ttU-00W1.c.U in,,Lü,a..tu 
pM tta.ppott:t. à .ta. c.on~omma.tion :t.o:t.a..te.. 

./. 
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Les ensembles de choix des autres agents (i = 1, ... , m) sont 
i 

naturellement les ensembles de consommation X ; leurs correspondances 

de contrainte et de préférences sont d'autre part définies, pour des prix 

appart~nant à (B n Y0
) par : 

où, 

Vi = 1, ... .,m., i 
a (p,x) = 

i p.w + 1-llpll} 
m 

i ".'.:"i p 
et Q' ( p, x) = P (IÎPÎÎ , x) si p / D 

i 
Q' (D,x) = n 

PESnY 0 

~ m . 
comme au chapitre II, les correspondances P sont définies sur Sx Il Xi 

i à partir des correspondances P par les relations : 
i=1 

~i i i i i i i i i } P (p,x) = {z EX /z = x +;\(y -x), 0<\~1, y EP (p,x) 

L'application de la proposition 1 à l'économie abstraite~ associée 

à une économie d'échange E permet d'établir le théorème d'existence suivant : 

Proposition 2 

i i i Si une économie d'échange E = ((X ,P ,w) ._
1 

,Y), comportant 
1- ., ... ,m 

des activités de disposition décrites par un cône convexe fermé Y 

de sommet D, contenu dans l'orthant négatif (-Ri) vérifie les + , 

hypothèses : 

a) Vi=1,.,.,m, Xi est un sous-ensemble convexe,compact de Ri 

b) Vi=1, .• ,,m, Pi est une correspondance semi-continue inférieu-
m . . 

rement de (SnY 0 )x Il xJ dans Xi 

c) Vi=1,,,,,m et V(p~~)E(SnY 0 )x; Xi, xiiconv Pi(p, x) 

d) Vi=1,,,.,m, w1EXi-Y i= 1 

e) Si x=(xi)E W Xi est une allocation réalisable, on a pour 
i=1 '1. 

tout i=1, ... ,m, p E~nyo P (p,x~ I _ ~ 

alors il existe (p,x,y)E(SnY 0 )x Il XixY, point de quasi-équilibre de E. 
i=1 

,/. 
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Démonstration 

Soit ~ = ((Xi, Q 1, c/) . _
0 1 

) 1 'économie abstraite associée 
. 1-, , ••• ,m m •• 

à E et soient S1 , i=D, 1, ... , m,.des correspondances II X1~X1 définies par 
i=O 

S O 
( p, X) = a0 

( p, X) 

et, pour i=1, ... ,m, i S (p,x) 

X0 = B n Y0 

i i i i 1-11 P 11} {z EX /p.z <p.w +--
m 

Les correspondances Si vérifient manifestement par rapport aux correspon

dances ai les.relations (3) et (4) du paragraphe I. 

On démontrera donc dans un premier temps que l'économie abstraite ~vérifie 

les conditions de la proposition 1 et admet ainsi un S-quasi-équilibre (p,x), 

puis dans un deuxième temps que (p,x,Ex-Ewi) est un quasi-équilibre de l'éco

nomie d'échange E. 

1) Il résulte, en effet, des hypothèses a) et d) et des définitions des 

correspondances ai et Si que les hypothèses a), b), c) de la proposition 1 

sont vérifiées. Il résulte également de la définition de Si que si p I O, 
i m · i · · 

tout point (p,x,z )EX 0 x II XJxX tel que z1ES1 (p,x) est intérieur au graphe 
. . 1 m . . 

de S1 (pour la topologiJ=oe X0 x II XJxX1 ). 
j =1 

S1. d , t i i i i i Il 11 1 au repart z ES (0,x), si z' EX nB (z ,s) et si O< p < . . 
0 

1+m(llz~l+s+llw1 11) 
on a: p.z'i<llpllllz'ill<llpll(llzill+s)<.1_ (1-llpll)-llpllllwill~p.wi+ 1-llpll 

m m 

ce qui montre que (O,x,zi)EX 0 x; XjxXi est intérieur au graphe de Si (pour 
m · i · =1 

la topologie de X0 x II xJxx ), ~orrespondance qui a ainsi un graphe ouvert 
m · i ·-1 

dans X0 x II XJxX . J-
j=1 

Par définition de Q 0
, on a, pour tout p de X0

, pi[f(p,x)=convQ°(p,x) et un 

calcul simple montre que, si les correspondances Pi vérifient l'hypothèse c), 
m i i '"i on a pour tout (p,x) de (SnY 0 )x II X, x iconvP (p,x), et donc, pour tout (p,x) 

m i i i i=1 de CBnY 0 )x II X, x ciconvQ (p,x) ; ce qui montre que l'hypothèse e) de la pro-

position 1i~lt vérifiée, 

./. 
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Enfin la correspondance 
m . 

ouvert dans [(B n Y0
) x Il Xi] 

i=1 

0 °, ayant par définition un graphe 
0 x (B n Y), est a.fortiori semi-

m 
continue inférieurement sur (B n Y0

J X Il 
i=1 

Il reste à vérifier que 

1 es c.o!Vt~ po n.danc.v.i 
men-t -0Wl. (B n Y0

) x 

oi 
' 

i = 1, ... , m, -0 a n,t -0 e.mi.. - c.o nti.n.uv.i in 6 étuewie -
m 
Il xi • 

i=1 

Soit, en effet, 
m 

0 (p, x) E (B n y ) X Il et V un ouvert 
i=1 

de xi tel que V n Q i ( p, X) ~ q> , 

- Si p ~ 0, il existe Z iE V 
~ 

n P 
p 

(--' 

IIP Il 
x), c'est-à-dire 

i i 
À(Y 

i xi) 0 À :,; 1 et i E Pi[_P_, x), et E: > 0 z = X + - avec < y 
IIP Il 

tels que l'intersection avec Xi de la boule ouverte de centre i z et 

de rayon E: soit contenue dans V Xi n B
0 

( zi, E:) c V. 

Puisque pi est S, C,i, sur (Sn Y ), il existe des voisi-

Yo) m 
Xi), Vc_P_J nages de p (dans B n et de X (dans Il W E 

Il p Il i=1 Il P Il 

Z E V'( X), tels que 

q' W n s n yO et x' E Z => Bo (y 
i 

E:) pi ( q'' x')~cp E 
' n 

et 

Soit,d'autre part, u E17'(p) tel que p' E LJ => p' ~ 0 et p' -- E 
Il p 'Il 

p' E U et x' E Z n ( X 1 x .•. xi- 1 x Bo (xi, E:) x xi+ 1 x m 
X X ) => 

il existe y' i E (pi (_p_'_, x') n B
0 
c/, E:JJ et si z' i 

IIP 'Il 

w 

puisque :,; (1 - À) Il x,i_ xill +ÀIIY'i - /Il< E:, z'i E Pi(_p_'_, x' )n V= 
il P' li 

Qi(p, x) n V, ce qui démontre la semi-continuité inférieure en (P, x) de Oi, 

- Si p = 0, ""'i Vn( n P(p,xl)~cp. 
0 pESnY 

On vient de démontrer 

m 
que la semi-continuité inférieure sur (Sn Y0

) x Il Xi des correspon-

dances 

i=1 

entraîne la semi-continuité inférieure sur 
m 

0 (Sn Y ) X Il 
i=1 

./. 
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des correspondances On a ainsi 

v S Yo, v p E n il existe Wp, voisinage de p dans 
m 

et uP, voisinage de X dans TI 

A i=1 
Xi, tels que q' i:: W et 

x' E uP =.> V n pi (q'' X') ;t </> • 

Soit, puisque 

vrement fini de Sn Y
0

• 

(Sn Y0
) est compact, 

,,.... 

0 S n Y , 

un recou-

q • i:: wp u ••. u w.P et x ' i:: up n • • • n up => 
i VnP (q', x') ;t </> 

. 1 n 1 n 

ou encore p' E ( B n Yo ), P ' ;t 0 et 

ce qui démontre la 

semi-continuité inférieure en (0, x) de Qi, 

m 
- - 0 2) Soit alors, en application de la proposition 1, (p, x) E (B n Y ) x TI 

. i=1 
un S-quasi-équilibre de t. On a simultanément : 

- 0 0 -i i - -i i p i:: B n Y et \;/ pi:: B n Y , p , ( E x - LW l :::; p . ( LX - E w l ( 1 l 

\;/ i 

\;/ i 

1, ... , m., 

1., ••• , m, 

p.xi $ p.wi + 1 - JIPII 
m 

i-- i--s (p, x) n Q (p, x) = <f> 

(2) 

(3) 

Deux cas sont alors à distinguer dont seul le second est compa

tible avec les relations (1), (2) et (3) : 

- si p,(Exi - Ewi) > 0, on déduit de (1) que liPII = 1 puis, 

par sommation sur i dans les relations (2), 

on aboutit ainsi à une contradiction; 

-:- -i i que p. (Ex - LW ) $ O; 

- si P,(Exi - Ewi) $ 0, on déduit de (1) que (Exi - Ewi) E Y 

et donc que l'allocation x est réalisable. Puisque S i(O, xl = Xi et 
A 

Qi(O, x) = n P1 (p, x), p ;t 0, en vertu de l'hypothèse e) et les 
P i::SnY0 

relations (3) s'écrivent 
A 

V l• i (- -) pi P ) v = 1, ... , m, S p, x n ( IIP Il' x = <f> ( 4) 

(1) Ceci est établi dans Bergstrom (1975) à qui nous avons emprunté le 
détail de la démonstration. 
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Une deuxième application de 1 'hypothès.e e) (Pi(_P_
1 xJ ~ 

<I>' 

- -i i 1-jlpjj IIPII 
\;/ i 1., ••• ., m) montre que p • X = p ,W + \! i = 1 ' •.. ., m et m 

- -i i 
1 -IIP Il d'où déduit par sommation sur i que p. (Ex - Ew ) = l'on : 

-i Ewi) 
m 

xi (p, x, Ex - E ( S n yO) X II X y est ainsi un quasi-
i=1 

équilibre de l'économie E qui vérifie 
/\ 

\;/ - -i i 
et ôi(p) i- x) <I> i = 1 ' ••• ' m, p.x = p.w n p ( p' = 

C.Q. F.O. 

Bien entendu, on passe de l'existence d'un quasi-équilibre dans. 

le cas où les ensembles de consommation sont supposés compacts (proposi

tion 2) à l'existence d'un quasi-équilibre dans le cas où les ensembles 

de consommation sont seulement bornés inférieurement (proposition 3) en 

adaptant les procédures de démonstration qui ont été utilisées dans le 

chapitre II pour passer de la proposition 1 à la proposition 2. 

Proposition 3. 

Si une économie d'échange E = ( (Xi, Pi, w i) . 
1 

, Y) , 
1= ., ••• ., m 

comportant des activités de disposition décrites par un cône 

convexe fermé Y de sommet 0, contenu dans l'orthant négatif 

(- R;), vérifie les hypothèses b), c), d), e) de la proposition 2 
et l'hypothèse : 

i = 1 ., ••. ., m., est un sous-ensemble convexe fermé de 
' 

borné inférieurement pour l'ordre partiel sur Rt, pro-

duit des ordres naturels sur R 

(p, - y) yO) 
m i 

Y, alors il existe X, E (S n X II X X point de 

quasi-équilibre de E. i=1 

Démonstration. 

-i .ième Désignons, en effet, par X l'ensemble réalisable du 1 

consommateur 

m 
E wj + y, xj E Xj . 't/ j ~ i et y E Y} 

j=1 
. I. 
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Il résulte des différents éléments de l'hypothèse a) et de la 

définition de 

borné de Ri, 

-i 
Y que chaque X est un sous-ensemble convexe, fermé et 

ouverte 

Soit alors r un nombre réel positif tel que la boule 
-i 

B ( D, r) contienne chacun des X . 
0 

' Pour tout i = 1, ... , m, posons 

désigne la boule fermée de centre D et de rayon r; 

où 

désignons 
m . . 

d'autre part par les correspondances de ( (S n Y0
) x Il xJr) dans Xir 

ir p (p, x) 
A j=1 
i 

= P (p, x) n B/0, r) -et considérons l'économie ((Xir, pir, wi) , Y). 
i=1, ••• , m 

.Q, 
est par définition un sous-ensemble convexe compact de R 

- Si Di est un ouvert (dans Xi) 
~ 

on déduit de la définition de Pl(p, x) que : 

,.., 

vérifiant Oin Bf(D, r) n Pi(p, x);ztcj), 
. "" l l D n B (D, r) n P (p, x) ;zt cp. 

0 

Il suffit alors d'utiliser la semi-continuité inférieure des correspondances 
~ 0 
Pl t W d d (Sn Y) t t t pour rouver , voisinage e p ans e pour ou 

j = 1, ••• , m, Uj, voisinage de xj dans Xj, tels que : 

m 
uj p' E w et x' E Il 

j =1 
m 

,,, .... 
c'est-à-dire p' E W et x' E Il 

j =1 

j i ir ( u () B f ( D > r ))=> 0 n p ( p I > XI ) ;é cp , 

Ceci montre la semi-continuité inférieure sur 
~ ir 

correspondances .P . 

m . 
CS n Y0

) x rr xJ r 
j=1 

des 

- Le fait que les hypothèses c) et d) de la proposition 2 sont 

vérifiées pour l'économie Er découle immédiatement du fait au'ellesle 

sont pour l'économie E et des définitions de 
--:-

et de Pir. 

Soit enfin, si 

i i 
Z E f' p (p, X) 

PESnY 0 
sable, 

i 
X = (X ) E 

m 
Il 

i=1 
est une allocation rêali-

i -i x EX et il existe un ouvert con-

tenant xi e\ contenu dans Xir; il existe alors dans Ui des points 

distincts de· x~ et appartenant au segment joignant xi à zi, c'est-à-,., 
ir dire des point de n P (p, x) • 

PESnY
0 

Soit, en vertu de la proposition 2, (p, x, y) E 0 (Sn Y ) x 
m 

xir x Y II 
i=1 

un point de quasi-équilibre de l'économie Er. On a : 

./. 
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-( 1) V i = 1, ••• , m, - -i i p.x = p.w et êi(p) n pir(p,x) = ~ 

yD -- 0 (2) p E et P·Y = 
m -i m i (3) E X E w + y 

i=1 i=1 

La relation (3) montre que chacun 

xi c B (0,r) ni. S'il existait ZiEêi(p) 
0 

-i des x appartient à 
i - -n P ( p, X), il existerait 

0 
sur le segment joignant -i' i X a Z 

ides points de ê (p) n 
ir - -P ( p, x), con-

trairement au fait que (p, x, y) est un quasi-équilibre de Er. (p, x, y) 
est ainsi un quasi-équilibre de E vérifiant : ,,.... 

V i = 1, ••• , m, 
- -i· i 
p.x = p.w et êi (p} n pi (p' x) = ~ 

C.Q.F.D. 

Il reste à commenter les hypothèses b), c), d) et e) des pro

positions 2 et 3 pour les comparer aux hypothèses correspondantes des 

propositions 1 et 2 du chapitre II. 

L'hypothèse b) est une hypothèf..e de eontincu.té des préférences 

plus faible que l'hypothèse correspondante faite pour assurer l'existence 

d'un quasi-équilibre transitif. 

L'hypothèse c) est une hypothèf..e de eonvex);(:é, plus faible que 

l'hypothèse de convexité pour tout (p, x) de (Sn Y0
) x W Xi des 

i=1 

ensembles i P (p, x) (à laquelle elle est équivalente lorsque les carres-

pondances Pi sont les correspondances de préférence stricte associées 

à des préordres totaux sur les ensembles Xi), jointe à une sorte 

-d',Uvténlex);(:é des correspondances de préférence 

(V XE X, V p Es n Y0
, / ,é'Pi(p, x)). 

L'hypothèse d) est la même hypo:thv..e 6Mble de JWtvivanee du 
eo~ommat~ que celle qui a été faite pour l'existence d'un quasi-équi

libre transitif: au prix éventuel d'une disposition, chacun des consom

mateurs peut "survivre" en consommant ses ressources initiales. 

Enfin l'hypothèse e) est une ve!L6ion nen6oneée de l'hypothv..e 
correspondante (dans l'équilibre transitif) de non-JatU!l.aÜon du pné&é
neneu en toute eompoJante d'une alloeation néaLwable. Si les préfé

rences des consommateurs sont indépendantes des prix et des consommations 

des autres consommateurs, elle se réduit à l'hypothèse de non-saturation 

./. 
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faite dans les propositions 1 et 2 du chapitre II. 

Au total, les propositions 2 et 3 de ce chapitre impliquent les 

propositions 1 et 2 du chapitre II, ce qui fait de l'existence d'un quasi

équilibre transitif un cas particulier de l'existence d'un quasi-équilibre 

intransitif. 

Si les préférences dépendent des prix, on peut désirer affaiblir 

l'hypothèse e) de non-saturation des préférences. On va voir dans les pro

positions 4 et 5 ci-après, qu'on peut le faire si le cône convexe fermé Y 

décrivant les possibilités de disposition n'est pas réduit à { 0} , la 

procédure de "n~rmalisation" des prix ( 1 ) qui va être utilisée excluant 

le cas de l'absence totale de disposition. 

Proposition 4. 

Si Y~ {O}, la proposition 2 reste valable si l'hypothèse e) 

est remplacée par 
m 

e) Si i 
X = (X ) E: II Xi est une allocation réalisable, on a 

i=1 

pour tout i 1, ... , m et pour tout 0 i p E: S n Y : P (p, x) ~ <t>. 

Démonstration, 

- Plaçons-nous tout d'abord dans le cas où Y admet un point 

intérieur y. L'ensemble A= {p E Y0 
/ p,y = - 1} 

convexe, compact, homéomorphe à Sn Y0
• 

est alors non vide, 

A est, en effet, convexe et fermé par construction. Pour voir 

qu'il est non vide et borné, il suffit de remarquer que, 

la boule fermée Bf(y, E), on a pour tout P de Y0 
: 

p. (y + p El ::;; 0 

Il P Il 
ce qui implique, pour tout P de Y0

: 

p, Y ::;; - Il P Il E < 0 • 

_____________________________ , ___ _ 

(1) Procédure empruntée à G, Debreu (1956). 

si Y contient 

./. 
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0 
\f p E S n Y , p' = __ P_ 

- p. y 

et v'P'Ell,IIP'll[:,;2, e: 

E /1 

L'application p -+ __ P_ 
-p.y 

(d'inverse P 
'-+ p. 

Il p. Il représente 

l'homéomorphisme recherché de Sn Y0 sur Il. 

A l'économie 

l'économie abstraite 

xo = Il et, 

0 ' a ( p', x) 

Qo ( p', x) 

pour tout ( p' , 

Il 

{q Il / 
i 

E q. ( Ex 

et, pour tout i=1, •.. , m : 

i ( ' x) 
i xi / p' ,X a p , {X E 

./" 

Qi(p', x) = i p' 
p (~, x) 

x) de Il 

- Ewi) > 

i 
' 

i 
:,; p ·w } 

m 
xi x II 

i=1 

p'. ( Ex 
i Ewi)} -

i( p' 
y Il p • 11 ) 

En vue de définir pour G un S - quasi-équilibre, on pose 

S0 (p', x) a
0 (p', x) =Il 

i i i i i - i p' S ( p ' , X) = { X E X / p ' , X < P ' , W } - O (fîp7TI ) 

On peut voir, comme dans la démonstration de la proposition 3, 

que l'économie abstraite c vérifie les hypothèses de la proposition 1 
et admet donc un s- quasi-équilibre (p', x) vérifiant : 

p I E /1. et \{ q -i i - -i Ewi) E Il , q. (Ex -Ew) :,; p'. ( Ex - -- -i i i p' i p' 
\{ i = 1, ..• , m , p' ,X :,; p ',w et 0 (IIP' Il) n p (llp•ll'x) = </> • 

On en déduit : -i i 
Ex - Ew E Y 

puis, en utilisant e) -i i p'.x = p'.w V i = 1, ... ,m. 

Si on pose =·_p_'_ 
P IIP' Il 

(p, -i i 
X, EX - Ew ) est ainsi un quasi-

équilibre de E • 

./. 
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- Dans le cas général, Y peut être considéré comme l'intersection 
d'une famille décroissante (Yn) de cônes convexes, fermés, de sommet 0, 
contenant Y, contenus dans l'orthant négatif (- Ri) et admettant tous 

+ 

un point intérieur. On vient de démontrer que chacune des économies 
n i i i E = ((X ,P, w )._

1 
, Y) admet un point de quasi-équilibre 

-n ( p , 
-n 
X , 

. 1- ., ••• .,m 
m . m . 
E xrn -E wl) E (Sn(Yn)o) x 

i=1 i=1 

m m 
II xi X yn C ( s n y0 ) X II xi X yn 

i=1 i=1 

Chacun des ensembles et i = 1, ... , m étant compact, soit 

(p, x) la limite d'une suite partielle convergente 
-n -n extraite de la suite (p, x) N" 

-nk _nk 
( p ' X ) 

Par 

nE 

passage à la limite dans les 

i -n -in \d = 1, ... , m p .x 
m 

-in ~ E yO et E X -
i=1 

on obtient : 

\di=1,, •. ,m - -i 
p.x 

Yo 
p E et 

m -i 
E X 

relations 

-n = p . 
m 

i E w 
i=1 

i p.w 

i 
w 

E y 

m i 
E w E Y. 

i=1 i=1 

valables pour tout n de N 
.,,, 

et i(°?) pi ("jj1, -n n X ) = cf> 

i i - 'i - -Enfin, si y E o (p) n P ( p, x), on déduit de l'ouverture du 
graphe de la correspondance ai et de la semi-continuité inférieure de la 

~ 

correspondance pl : 

3 U' E \J(p),V E lr(/) 
' 

p' E U' 

3 U" E 1J' (p) v-et W E ( x) , p' E U" 

et donc p E U' n U" x' E w => air p • l 

Soit alors K tel que k > K => 
~i (_pnk) i _nk - nk on en déduit u n P ( p , x ) ;;t cf> 

et y ,i E V => 
i i y' Eo(p') 
/) 

E W 
l et x' => V n P ( p', X' ) ;;t cf> 

/'' 
n Pi(p',x');;t cf> 

_nk 
p E U'n U" 

_nk 
et X E W; 

écrite, plus haut, pour tout 

contrairement à la relation 
/~ 

i-n i-n -n o (p ) n p (p, X ) = cf> • 

(p, X, 

On a finalement 

m 
-i 

E x 
i=1 

m . 
L w l) E 

i=1 

n 
,"-

oi (p) n Pi(p, xl=cf> 'Id i 1, ... , m et 

0 (Sn Y) x 
m 
II 

i=1 
est un quasi-équilibre de E. 

C.Q.F.D • 

. /. 
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Proposition 5. 

Si Y~ {D} la proposition 3 reste valable si l'hypothèse e) 

est remplacée par 

(xi) 
m 

xi e) Si X = E II est une allocation réalisable, on a 
i=1 

s yo i pour tout i = 1 , ..• , m, et pour tout p E n : p (p,x)~<f>. 

Démonstration. 

On peut reprendre, sans rien y changer, la démonstration du 

passage de la proposition 2 à là proposition 3, 

On notera pour terminer que la proposition 5, qui établit l'exis

tence d'un quasi-équilibre intransitif dans le cas où Y~ {D} et avec 

des préférences dépendant des prix et des consommations des autres con-
( 1 ) 

sommateurs, contient le résultat équivalent de Arrow-Hahn , d'existence, 

sous la même hypothèse de non-saturation des préférences, d'un équilibre 

transitif "compensé", avec des préférences dépendant des prix et sous 

l'hypothèse de libre-disposition (Y= - R2
). 

+ 

IV. DU QUASI-EQUILIBRE A L'EQUILIBRE D'UNE ECONOMIE D'ECHANGE. 

i Les correspondances S , qui ont servi dans les propositions 

2 et 4 à définir un S-quasi-équilibre de l'économie abstraite '13 associée 

à l'économie d'échange E, ont un graphe ouvert; il en est de même des 

correspondances oi qui interviennent dans la définition du quasi-équi

libre de l'économie d'échange E. Il ressort donc des remarques qui ont 

été faites à la fin de la partie II de ce chapitre que, sous réserve de 

l'hypothèse 

t/i=1, ... , m ' 
m 

0 t/(p,X)E(SnY)x II 
j=1 

i i i i i i i y E P ( p, x) et z E X => 3 :\ , D < :\ ::; 1 et ( :\ z + ( 1- :\) y ) E P ( p, x) 

la recherche des candi tians de passage de 1 'existence d'un quasi -
équilibre à l'existence d'un équilibre se ramène à la recherche de condi-

tions assurant la non-vacuité de tous les oi(p) en tout quasi-équilibre 

(p, x) de E obtenu par application de la proposition 3 ou de la proposi

tion 5. . /. 
(1) Arrow-Hahn (1971) chapitre VI, 1, 
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Comme au chapitre II, ces conditions consistent en une hypothèse 
forte de survivance des consommateurs (hypothèse d) de la proposition 6) 

ou alternativement, en l'adjonction, à une hypothèse affaiblie de survi

vance des consommateurs, d'une condition d'irréductibilité de l'économie 
(hypothèse e') des propositions 7 et 8). 

Proposition 6. 

Si une économie d'échange E -- ((Xi, Pi, wi). 1 , Y), 
i= , ... ,m 

comportant des activités de disposition décrites par un cône 

convexe, fermé Y de sommet 0, contenu dans l'orthant 

négatif - R;, vérifie les hypothèses a), bl, c),e) de la 

proposition 3, ou,si Y 7 {D} les hypothèses de même rang dans 

la proposition 5, ainsi que : 

m 
b') V i = 1, ... , m, V(p, x) E (Sn Y0

) x II xj 
j = 1 

i i i i i i i y E P (p, x) et z EX +3\, D< \s1 et (\z + (1-\)y ) E P (p, x) 

d) V i = 1, .•. , m , wi E i C xi - y) 

alors il existe 

d'équilibre de E. 

Démonstration. 

m 
(p, x, y) E ( S n Y0 l x II 

i=1 

i 
X x Y, point 

Soit, en application de la proposition 3 (ou de la proposition 
5, si Y 7 {O}), (P, x, y) un point de quasi-équilibre de E. Quel que 

JI, - ~- i soit i = 1, ... , m, la variété linéaire {z E R / p. z = p .w } , qui est 
de dimension ( Jl - 1), ne contient pas ( Xi - Y) qui est de dimension Jl 

i i t l - , - i Si' i i L et il existe z E X - Y e que p. z < p. w • z = x - y , on a 
-i-i-i i a fortiori : p. x s p • z < p . w de sorte que é (p) 7 cp , V i = 1, .•. , m. 

On déduit alors de l'hypothèse b') 

/Cp) n Pi(x) 7 cp => iCpl n Pi(x) 7 cp 

et (p, x, y) est un équilibre de E. 

C.Q.F.D • 

. /. 
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L'irréductibilité d'une économie d'échange intransitive, dans 

laquelles les préférences des consommateurs dépendent des prix et des con

sommations des autres consommateurs, peut faire l'objet des deux défini

tions 1 et 2 ci-dessous, qui généralisent les définitions 3 et 2 de la 

partie IV du chapitre II, et qui conduisent respectivement aux proposi

tions 7 èt 8 d'existence d'un équilibre, 

Définition 1. 

Une économie d'échange E ((Xt, Pi, wi)i= 1 , ... ,m' Y) est dite 

Be.!Lg~bz.om-buLédurnbl~ si pour tout sous-ensemble propre J de I = {1, ... ,m}, 

pour toute allocation x réalisable et pour tout système de prix P E S n Y
0

, 

il existe une allocation x' et un système de m nombres 8 > D, i=1, ... ,m, 

vérifiant 

i "1. ( 1 ) \I i E J, X' E p ( p, X) et 3 j E J, 

(2) I: 8i(x'i - wi) E Y 

iEJ 

Proposition 7. 

Si une économie d'échange E = ( (Xi, Pi, wi) . 
1 

, Y), com-
i= , ••• ,m 

portant des activités de disposition décrites par un cône con-

vexe fermé Y de sommet D , contenu dans 1 'orthant négatif 

- R! ,. vérifie les hypothèses a), b), c), e) de la proposition 

3, ou si Y~ {D}, les hypothèses de même rang de la proposition 

5, l'hypothèse b') de la proposition 6) et 

d) \/ i = 1, •.• , m , 
i i · m · 

w E X - y et I: w l E i( L xl - y) 
i=1 

e') E est Bergstrom-irréductible 

alors il existe (p, x, y) E (Sn Y0
) x 

m 
i 

Il X xY, point 

d'équilibre de E. 
i=1 

Démonstration. 

L'hypothèse d) de la proposition 7 impliquant l'hypothèse d) 

des propositions 3 et 5, soit (p, x, y) un point de quasi-équilibre 

de E, obtenu en application de l'une ou l'autre de ces deux propositions . 

. /. 
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Désignons par J le sous-ensemble de I défini par 

De par 1 'hypothèse d), la variété linéaire { z E ri/ P. z = P. 
m . m . i=1 

- i ne conti8nt pas ( I: X1 -Y) et il existe· ZE I:X1
-Y tel que P.z<P. I:w. 

i=1 i=1 
m . 

l 
L X - y, Si z = on a a-fortiori, 

m • rn 
p. I: x1

:,; P. z < P. I: i w , ce qui 
i=1 i=1 i=1 

montre que J ~ ~. 

Si J. ~ I, soit alors x' vérifiant par rapport à (p, x les 

relations (1) et (2) de la définition 1. 
. .,0 . 
l 1- - - l - i 

x' E P (p, x) => .p.x' 2:'. p.w 

D'autre part, du fait de l'hypothèse b'), 
,,... 

ôj (p) ~ ~ et x'j E pj (p, x) => p.x'j > P.wj P./i 

De sorte que - i i p. I: (x' - w ) > 0, d'où l'on déduit : 
iEJ 

i i p. I: (x' -w) < O. Il existe ainsi iEI\J tel que 
iEI\J 

- i - i p.x' < p.w, ce qui est contradictoire avec la définition de J. 

Finalement, J = I et ôi (p) ~ ~, \/ i E I. On en déduit, comme 

dans la démonstration de la proposition 4, que (p, x, y) est un 

équilibre de E. 

C.Q.F.D. 

Définition 2. 

Une économie d'échange E = ((Xi, Pi, wi)._
1 

, Y) est 
i- , ••• ,m 

dite Alvww-Hahn-VUl.éduc.tible si pour tout sous-ensemble propre J de 

I = { 1, ... , m}, pour toute allocation x réalisable et pour tout système 

d . S yo, e prix p E n il existe une allocation x' vérifiant les relations 

( 1 ) de la définition 1 et 

(2) \/ K = 1 , ••• , i, 

.I:J 
i i 

i E I\J i i i k i x'k >. L Xk => il existe et "k > 0 tels que w - "k e E X - Y lE lEJ 
I: ,i i 

il existe i E I\J 
i i i k i 

iEJ X k <i~J xk et "k > 0 tels que w + Àk e EX - y 
./. 
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Proposition 8. 

E -- ((Xi, Pi,. wi). 1 , Y) Si une économie d'échange com-
1= , ••• , m 

portant des activités de disposition décrites par un cône con-
vexe fermé Y de sommet O , contenu dans 1 'orthant négatif - Rt, 

+ 
vérifie les hypothèses a), b), c), e) de la proposition 3,ou, 
si Y ~{O}, les hypothèses de même rang de la proposition 5, 

l'hypohtèse b') de la proposition 6 et : 

d) \f i = 1, ... , m, wi E Xi - y 
m . m . 

et I w l E i ( I Xl - Y) 
i=1 i=1 

e') E est Arrow-Hahn-irréductible 

alors il existe (p, x, y) E (Sn Y0
) x 

m i 
II X xY, point 

d'équilibre de E. i=1 

Démonstration. 

Soit, en effet, (p, x, y) un point de quasi-équilibre de E 

obtenu en application de la proposition 3 ou de la proposition 5. On voit 
i-comme dans la démonstration de la proposition 7 que J = {iE I/ô (p) ~ ~} 

est non-vide. 

Si J ~ I, soit alors x' vérifiant par rapport à (p, x) , les 
relat~ons (1) et (2) de la définition 2. Comme précédemment, 
- i i p. I (x' - w ) - i -i • p. I (x' - x ) > D, de sorte qu'il existe kE:{1,2,, •• ,t} 

id iEJ 

tel que i -i 
pk I (x'k-xk)>O. D'après les conditions (2)de la définition 

iEJ 
2, il existe alors 

nit ion de J. 

i E I \J tel que i-
ô (p) ~ ~. contrairement à la défi-

On a donc J = I et (p, x, y) est un équilibre de E. 
C.Q.F.D, 

On notera pour terminer, que si les préférences des consomma
teurs dépendent, effectivement des prix, l'hypothèse d'irréductibilité de 
l'économie n'implique pas nécessairement l'hypothèse renforcée e) de 
non-saturation des préférences de la proposition 3, alors qu'elle impli
que l'hypothèse e) de la proposition 5. 

0 

0 0 
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ANNEXE I 

PROPRIETES MATHEMATIQUES DES PREFERENCES 

CONTINUITE ET CONVEXITE 

L'existence d'un équilibre transitif a été démontrée sous 

les hypothèses suivantes de continuité et de convexité des correspondances 

de préférences strictes Pi, associées à des préordres totaux de préfé

rences sur les ensembles de consommation Xi : 

\! \/ 
i i (Pi)-1(xi) est ouvert H1 i = 1 ' ... ' m, X EX ' 

H2 \/ i 1 , ... , --m, \/ i i /EPi(xi) et 
i xi X E , z E => 

3 À ' D<À::;1 i ( 1 - À) y i Pi(iJ 
' 

ÀZ + E 

H3 \/ i 1 ' ... ' \/ 
i i i i Pi(xi) - = m, X E X ' X conv 

L'existence d'un équilibre intransitif a été démontrée sous 

des hypothèses analogues portant sur des correspondances de préférence 
. m . 

(stricte) Pl, définies sur l'ensemble X= rr Xl, produit des ensembles de 
i=1 

consommation ( et., si les préférences dépendent des prix, de l'ensemble de 

définition des prix Xo), à valeurs dans xi : 

H' -
1 

\/ i 1 ' ... ' m, pi est sci sur X 

H' - \/ i 1 ' ..• ' \/x X, i Pi(x) et i X m, E y E z E :::::> 2 
i i i ] À, Ü<À::;1, ÀZ + (1- À)y E P (x) 

H •
3 

- \/ i = 1, ••• , m, \/ x E X, 
i i x i conv P ( x) . 

L'hypothèse H
1 postule ce que l'on pourrait appe]er la 

~em,l-Qon;t:,i,nui;tê in6êJueuJte 6oJit.e des correspondances Pi tandis que l'hypo-

thèse H' 
1 

ne postule que leur semi-continuité inférieure. Les hypothèses 

H
2 

et H' 2 sont chacune impliquées par l'hypothèse que les correspondances 

Pl sont à valeurs ouvertes dans Xi. La conjonction de H
1 

et H
2 

ou de H' 
. . 1 

et H' 2 est impliquée par l'hypothèse d'un graphe ouvert dans Xl x Xl 

(équilibre transitif) ou dans X x Xi (équilibre intransitif) pour les 

correspondances Pi. Enfin les hypothèses H
3 

et H'
3 

sont impliquées par la 

,/, 
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i convexité des ensembles-images des correspondances P; on a déjà indiqué 
i (chapitre II) que, dans le cas (transitif) de correspondances P associées 

à des préordres totaux sur Xi, l'hypothèse H3 est trivialement équivalente 

à la convexité pour tout xi des ensembles Pi(xi). 

Les relations entre ces deux groupes d'hypothèses et les 
i hypothèses plus classiques d'ouverture du graphe des correspondances P 

et de convexité de leurs ensembles-images sont précisées par les proposi

tions suivantes 

PROPOSITION 1 • 

Si Pi est la correspondance de préférence stricte associée 

à un préordre total sur un espace topologique Xi, les 

hypothèses 

\J 
i xi, (Pi)-1(xi) est ouvert dans xi X E 

\J 
i xi, Pi(xi) est ouvert dans xi X E 

i i i impliquent l'ouverture dans X x X du graphe de P . 

Démonstration. 

Soit, en effet, 

de Pi et soit (xi, x'i) E Gi. 

Si il existe zi EPi(xi)n(Pil- 1 (x'il, (xi,x,i)E(Pi)- 1(zi)xPi(zil c Gi. 

Si Pi(xi)n(Pil- 1 (x'il = ~' (xi, x'i)E (Pi)-\x,i) xPi(xi) c Gi 

Dans les deux Cas' (xi, x'il t' t' t d xi xi appar ien a un ouver e x contenu 

dans Gi. 

C.Q.F.D. 

PROPOSITION 2. (Shafer (1974), Bergstrom-Parks-Rader (1976)1 

Si xi est un sous-ensemble convexe de R.Q, et si pi: X-+ Xi 

est à valeurs convexes, les hypothèses 

Id 
i xi, y E (Pil-1(/) est ouvert dans X 

\J X E·X , Pi(x) est ouvert dans xi 

impliquent l'ouverture dans i X x X du graphe de Pi. 

./. 
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i Soit, en effet, (x, y ) un point du graphe de Pi, 
Gi = {(x, iJ EXx Xi/iE Pi(x)} 

Si Xi est de dimension p, Pi(x), ouvert dans Xi, est également de 
. ( 1 ) 

dimensi·on p. 
. r ( ( io i conv y , 
io i1 y , y , ••. , 

yi appartient alors à l'intérieur relatif 
i 1 ip , y , ... ,y ),dun p-simplexe dont les sommets 
ip 

y i .r io i 1 appartiennent à P (x). i (conv(y , y , •.. , 
est ouvert dans Xi et les relations x' E ~ (Pi)- 1 cikJ et 

,i y . io i1 yip)) E i (conv(y , y , ... , 
k=o 

impliquent : y'i E Pi(x' ), c'est-à-
dire G

i i est ouvert dans X x X • 

r . . 
(x', y' 1

) E Gi, ce qui montre que 

C.Q.F.D. 

PROPOSITION 3. 

Si xi est un sous-ensemble convexe de R.Q, et si 
pi : X -+ xi est à valeurs convexes, les hypothèses 

- pi est sci sur X 

- V x EX, Pi(x) est ouvert dans 

1 impliquent l'ouverture dans Xx i du graphe de 

Démonstration. 

En vertu du résultat précédent, il suffit de démontrer 
que \J yi E Xi, (Pi)- 1 (yi) est ouvert dans X. Soit donc x E (Pi)- 1 )(yi). 
yi E Pi(x) et comme précédemment, si Xi est de dimension p, 

i t · t ' 1' · t, · 1 t · f · r ( ( io i 1 ip)) d' y appar ien a in erieur re ai i conv y , y , ... , y un 
io i 1 · · p-simplexe dont les sommets y , y , .•. , yip appartiennent à Pi(x). 

Soient d'une part vi 0
, ••• , Vip des voisinages (dans Xi) 

de chacun des points yio, yi 1, ... , yip tels que : y' i E Vik \J k = 0 •.. p 
. io i 1 ip => les points y' , y' , ... , y' sont affinement indépendants et 

Y
i .r( ( ,io ,ip)) E i conv y , ..• , y .. 

(1) L'inté.JueWL ~ef..atio d'un sous-ensemble convexe de R.Q, est l'intfrieur 
de cet ensemble pour la topologie induite par la topologie de R 
sur la variété linéaire affine engendrée par l'ensemble. Pour la défi
nition et les propriétés de cette notion, voir Rockafellar (1970) . 

. /. 
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Soient, d'autre part. du fait de la semi-continuité infé-
. uio. i1 uip rieure de P1

, U •.••• des voisinages (dans X) de x 

vérifiant pour tout k = o •..•• p 

x' EUik=> Pi(x') nVik;t<j>. 

p 
uik Si alors X'E n et si, pour tout k o •...• p 

k=o 

y' ik E pi (X') n vik. on a : 

i .r( ( ,io y,ip)) pi (x,) y E 1 conv y ••••• C 

de sorte que 
p 
n 

k=o 
i -1 i ce qui montre que (P ) (y ) est ouvert dans X. 

C.Q.F.D. 

On notera bien que dans la démonstration de la proposi tian pré-
i io ip cédente, la définition des voisinages (dans X) V , ..• , V des 

· t io i 1 ip de Pi(x) t 1 i t· ' l' · t' pains y , y , .•. , y es que y appar ienne a in e-

rieur relatif du simplexe de sommets 1io ,i1 ,ip d' y , y , ... , y es que 

chacun des y,ik appartient à Vik n'est possible que parce que Pi(x) 

et Xi sont de même dimension. L'hypothèse que Pi est à valeurs ouvertes 

dans Xi joue ainsi un rôle fondamental. Il serait d'ailleurs triviale

ment faux de croire que toute correspondance Pi : X+ Xi sci et à 

valeurs convexes est fortement semi-continue, c'est-à-dire vérifie : 

La proposition 1 est connue depuis longtemps. La proposition 3 nous 

a été suggéré par B. CORNET. 

La proposition 1 montre qu'il suffit, dans les conditions d'exis

tence de l'équilibre transitif, de remplacer l'hypothèse~ par l'ouverture 
i i dans X des valeurs des correspondances P pour retrouver la condition tra-

i i i ditionnelle d'ouverture (dans X x X) du graphe des correspondances P . 

. /. 
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Puisque la condition3 H
3 

se confond alors avec la convexité des valeurs 

des correspondances Pi, la proposition 3 montre qu'il en est de même si les 

résultats d'existence d'un équilibre obtenus dans le chapitre III sont 

appliqués à l'équilibre transitif. 

Dans le cas de préférence non transitives et totales, le rempla

cement de l'hypothèse H' 2 par l'ouverture des valeurs des correspondances 
Pi et le remplacement de l'hypothèse H1

3 
par la convexité desvaleurs de 

Pi impliquent conjointement avec H
1 l'ouverture dans Xx Xi du graphe des 

correspondances Pi. 

L'affaiblissement des propriétés de continuité obtenu dans le 

chapitre III garde son intérêt pour l'existence d'un quasi-équilibre, et 

si les correspondances de préférence, tout en vérifiant l'hypothèse H'
3

, 

ne sont pas à valeurs convexes. Bergstrom, Parks et Rader (1976) construisent, 

par exemple, des préférences dont toutes les valeurs ne sont pas convexes 

mais qui vérifient H'
3

, fortement sci et à valeurs ouvertes, dont le 

graphe n'est pas ouvert. 

./. 



-113-

ANNEXE II 

EQUILIBRE INTRANSITIF ET OPTIMUM 

Les notations utilisées dans cette annexe sont celles du 

chapitre III. 

Soit E = ((Xi, Pi, wi)i= 1 , ... ,m' Y) une économie 

d'échange poWL laque.ile.. on .6uppo.6e.. que.. le...6 p1té.fé.1te..nc.e...6 de...6 c.on.6omma.-
m 
II 

j=1 
ne.. dé.pe..nde..iu: pa..6 de...6 p!U,X, On peut définir sur 

l'ensemble des allocations réalisables de E diverses notions de 

"dominance" qui déterminent autant de définitions de l'optimalité au 

sens de Pareto, 

Proposons ici comme conditions alternatives de la dom1-

na.nc.e.. de 1 'allocation réalisable X par l'allocation réalisable x' 

1 . \li E I = {1, ... ,m} X 
,i 

E Pi(x) 

'i x'j Pj(x) 2. \li E I ' X E pJ. (X) et 3j E I E 

,i /:-
3. \li E I ' X E P1 (x) 

'i 
/;' 

x'j 
/'j.. 

4. \li E I ' X E pl(x) et 3 j E I E pJ(x) 

: 

Une allocation réalisable est un optimum de Pareto (au sens 

1, 2, 3 ou 4) si elle n'est dominée (au sens 1, 2, 3 ou 4) par aucune 

autre allocation réalisable. 

La définition 2 coïncide avec la définition habituellement 

adoptée quand les correspondances Pi sont les correspondances asso

ciées aux relations strictes de préordres totaux sur les ensembles de 

consommation Xi, indépendants des consommations des consommateurs 

j 7- i et vérifiant certaines conditions de continuité. 

Il en est de même de la définition 4 si les préordres to-
i "f\ taux sont convexes, c'est-à-dire si les correspondances P et P coïncident. 

La définition 1 est la définition retenue par Gale et 

Mas Colell (1977). 
,/, 
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On remarquera que la dominance-1 implique la dominance-3, 

qui implique elle-même la dominance-4, et que la dominance -1 implique 

la dominance - 2, qui implique elle-même la dominance - 4. 

Il en est de même,en sens inverse, pour l'optimalité pour 

laquell~ on a les relations : 

~ 
optimal au sens 4 ~ 

optimal au sens 2 

optimal au sens 3 

optimal au sens 1 

=> optimal au sens 1 

L'existence d'un optimum au sens 3 (et donc au sens 1) 

peut être démontrée sous des conditions faibles : 

PROPOSITION 1. 

Démonstration. 

L'économie E = ((Xi, Pi, wi)i= 1 , ... ,m' Y) admet un 

optimum au sens 3 si 

i a) Vi = 1, ... ,m, X est fermé, convexe, borné inférieure-

ment (pour l'ordre sur Rt produit des ordres naturels 

sur R) 

b) Vi 1, ... , m, pi est sci sur X 

c) Vi 1, ... , m, et Vx X, i 
1 Pi(x) E X conv 

m 
i 

m 
xi d) I w E I - y 

i=1 i=1 

m 
L'ensemble X= {x EX/ I xi E {Iwi} + Y} est non

i=1 vide en vertu de l'hypothèse d); on sait qu'il est convexe et compact 

dans Rtm, La correspondance P : X~ X définie par : 

- i /:i' P (X) = {X' E X / X' E P (X) , Vi = 1 , •• , , m} 

vérifie les hypothèses du corollaire 1 de la proposition 11 du chapitre 1. 

Il existe x tel que P(x) = ~; il est un optimum de Pareto au sens 3. 

C.Q.F.D. 

La démonstration d'une proposition d'existence pour un 

optimum-4 nécessite des précautions pour assurer.sans hypothèse de 

transitivité, les propriétés de convexité de la correspondance P' 

définie par : 

p' (X) i "'Î' = {x'E X/x' EP (x) Vi E I 

./. 



PROPOSITION 2. 

Démonstration. 

On a par exemple 

L'économie E 

mum au sens 4 si 
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( ( Xi, pi, wi ) . 
1 

, ) Y admet un opti-
1= ., ••• #m 

a) Vi = 1, ... ,m, Xi est fermé, convexe, borné inférieure

ment (pour l'ordre sur R1 produit des ordres naturels 

sur R 

b) Vi = 1, ... , m, pi est sci et à valeurs ouvertes sur 

c) Vi 1, ... , m, pi est à valeurs convexes et Vx EX, 
i 

f( Pi(x) X 

m 
i m 

i d) z w E [ - y 

i=1 i=1 

X 

Comme précédemment X est convexe et compact dans Rtm et 

P' est sci. 

Si 

il existe E > 0 

et 
. /\l. 

x"l E P (x) et si 

tel que B (x"i 
0 ' 

et s' > 0 tel que l'image, par l'homo-

thétis de centre et de rapport 
-À . i ' 
- .~tout point de B (x' , s) 
1-. À /-:,.. 0 

soit contenus dans B (x"i s). De 
0 ' 

x' l E Pl ( x), on déduit que . ~ 
l ·l,( ) z E P x , ce qui montre que P' est à valeurs convexes. 

Comme pour tout x de X, on a 

déduit l'existence de X tel que P'(x) = ~. 

x 1 P'(x), on en 

C.~.F.D. 

Les propriétés d'optimalité de l'équilibre tel qu'il a été 

défini dans le chapitre III sont exprimées dans la propriété suivante : 

PROPOSITION 3. 

Soit (p, x, y) un équilibre de 

X est un optimum de Pareto au sens 4 (et donc au sens 1, 2 

et 3). Bien plus, il n'existe pas de sous-ensemble J de I, 

de système de nombres strictement positifs (8i) .. 
lEJ 

./. 
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x vérifiant 
/" 

et d'allocation 
. /:\ l . l -

(1) x' EP (x) Vi E J et :Jj E J ' X' j E pj (x) 

(2) L 6i (x'i - wi) E Y 
iEJ 

Soient en effet, i J, (6 ) .. 
lEJ 

m 
et x E IT Xi vérifiant les 

i=1 

relations (1) et (2). On déduit facilement de (1) 

·- i > i p.x' - p.w Vi ·E J 

Par sommation sur i, on a : 

p.i~j 
6i(x'i - wi) > 0, ce qui est contradictoire avec 

l'appartenance de p à Yo. 

C.Q.F.D. 

La deuxième partie de la proposition 3 signifie qu'un 

équilibre de E est un élément du coeur de l'économie E pour la 

relation de dominance 4. 

La possibilité d'associer à tout optimum de E un 

système de prix tel que l'allocation optimale soit une allocation d'équi

libre dans l'économie déduite de E par une redistribution des ressour

ces donnant à chaque consommateur, pour ressource initiale, sa compo

sante dans l'allocation optimale est démontrée sous des conditions sur 

E qui sont précisées dans la proposition suivante et son corollaire : 

PROPOSITION 4. (Gale et Mas Colell - 1977) (1) 

Soit 
i i i E = ((X, P, w l._

1 
, YJ. 

1- , ••• ,m Sous les hypothèses 

a) Vi 1 .... , m. xi est convexe 

b) Vi 1, ... , m, Vx E X, pi(x) est convexe et xi r/. Pi(x) 

c) Vi 1., ••• ., m, Vx réalisable i Pl(x) X E 

(1) La proposition 2 dans Fon et Dtani (1979) est impliquée par ce 
résultat. 

./. 
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Si x est un optimum de Pareto au sens de la définition 1, 
il existe p Es n y 0 tel que (p, X, o) soit un quasi-
équilibre de l'économie E , __ C C xi, Pi, -xi) . , Y) . 

i=1, ... ,m 

Si de plus, pour tout i = 1, ••. ,m, oi(p) 7 ~ et si les 
· Pi vérifient l'hypothèse de continuité : 

i i i i i i i y E P ( x) et z E X => H, D < À < 1, Ày + ( 1 - À) z E P ( x) 

(p, x, o) est un équilibre de E' 

Démonstration. 

et b) ). 

'oéfinissons en effet, pour tout i 
Zi={ziER,Q,/-i+ziEPi(x)} et 

1, ... , m, 
m . 

Z = I Zl 

Z est non 

Zn Y ~ car 

vide (hypothèse 
m i 

c)) et convexe 
i=1 
(hypothèses a) 

I z E Z n Y implique 
i=1 

m 
L (xi+ zi) E ({Iwi} +Y)+ Y) C {Iwi} + y 

i=1 

et Vi=1, ... ,m ce qui est 
contradictoire avec le fait que x est un optimum de Pareto au sens de 
la définition 1, 

Appliquant alors le premier théorème de séparation aux 
ensembles convexes Z et Y 

cône convexe fermé de sommet 

et en tenant compte de ce que Y est un 
D contenu dans l'orthant négatif (- R,Q,) + , 

on a 3p ES p,y ~ 0 Vy E Y et p.z ~ 0 Vz E Z 

Si on remarque que l'hypothèse cl implique, pour tout 
j 1,, .. ,m, DE Zj, on déduit alors de ce qui précède 

\Ji 1, ... , m , i i - i -i - i - -i x' E P (x) =>(x' - x )E Z => p.x' ~ p.x 
m 

ce qui montre que (p, x, o) E ((Sn Y0
J x JI Xi x Yl est un quasi

i=1 
équilibre de E' • 

Si, de plus, pour tout i = 1, ... ,m, 
i - i i - i i --i o (pl = {x EX /p.x < p. w = p.x} est non vide, sous 

l'hypothèse de continuité indiquée pour les Pi, 

x'i E Pi(x) => p,x'i > p,xi 

ce qui montre que (p, x, ol est un équilibre de E' . 

. /. 
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La proposition 4 reste vraie pour un optimum au sens de la 

définition 3 (et a fortiori pour un optimum au sens de la 

définition 41 sll'hypothèse c) est remplacée par 

c') 'di= 1,. .. ,m, 'dx réalisable, Pi(x) ;t q> 

Il suffit d'appliquer la proposition 4 à l'économie 
' /~ ' 
l l l E"=((X,P,w)._

1 
,Y). 

1- , ••• ,m 

Un optimum de Eau sens de la définition 3 est un optimum de E" au sens 

de la définition 1. C'est donc un quasi-équilibre (ou un équilibre) de 

de 

'~ 
E"' = ((Xl, p\ e~ a-fortior~ un équilibre 

C.Q.F.D. 

On notera, pour terminer, que si les préférences dépendent 

des prix, on peut bien définir, comme le suggère Arrow-Hahn (1971 ), des notions 

de domin.an.c.e.. pouA un J.iY,6.tè.me.. de. ptcÂ,x p : x 'p - domine. x si 

1 • 'di EL 
,i i 

X E P (x,p) 

2. 'di E I' 
,i i p) et J' X I j E pj ( X, p) X E p (X' E I, 

.. , J 

3. 'di E L 'i i p) X E p (X' 

n "' 4. 'di E I, ,i l p) et 3' X' j E Pj(x, p) X E p (X, E I, 
J 

et les notions correspondantes d'opüma,U;té de. Pcvr.e...to c.on.d,i,ti..on.n.ée.. au 
i i i ) J.i!:{J.i.tè.me.. de. ptcÂ,X p. Un équilibre (p, x, y) de E = ((X, P w )._ 1 , Y 

1- ., ••• , m 
e,st alors un p-opümum de E aux sens 1, 2, 3 et 4 mais la proposi tian 4 

et son corollaire ne permettent pas d'associer à un p-optimum x de E 

un système de prix p pour lequel (p, x, o) soit un équilibre de 

E ' = ( (Xi, pi, xi ) . 1 , y) • 
1= ., ••• ,m 

./. 
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LISTE DES SYMBOLES MATHEMATIQUES 

X est un élément de l'ensemble A; X a.ppalt.Üe.nt à A 

X n'appartient pas à A 

tout élément de l'ensemble A est un élément de l'en-

semble B; A est in~ dans B, A est un l.>Ou.6-

e.n1.iemble. de B 

Ac B et B c A 

e.n1.iemble. v.ule.; ensemble qui ne contient aucun élément 

ensemble dont x est le seul élément 

ensemble dont les éléments sont x,y,z, 

{x E A/)'(x)} ensemble des éléments x de A qui vérifient la 

propriété P (x) 

\fxEA,P(x) 

3xEA,P(x) 

A u B 

A n B 

C A 
X 

A \ B 

A x B 

pour tout x de A, la propriété'.P(x) est vérifiée 

il existe x dans A telle que la propriété CJ (x) soit 

vérifiée 

~éunion des ensembles A et B, ensemble dont tout 

élément appartient à A ou à B 

int~e.c.tion des ensembles A et B, ensemble dont tout 

élément appartient à A et à B 

si A est un sous-ensemble de X, ensemble des éléments 

de X qui n'appartiennent pas à A; Œompléme.~e. de A 
dans X • 

ensemble des éléments de A qui n'appartiennent pas 

à B 

si i 
(A )iEI est une 6a.mille. d'ensembles, ensemble dont 

tout élément appartient à l'un au moins des Ai 

ensemble dont tout élément appartient à tous les Ai 

~odcut ŒM-té1.iie.n des ensembles A et B, ensembles des 

couples ordonnés {a,b) d'un élément de A et d'un élément 

de B 
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f : A -+ B 

f(C) 

gof A -+ C 
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1 2 m i i 
ensemble des m-tuples ordonnés (a , a , ... , a ) avec a E A , 

\fi = 1, ... , m; p!i..odU,,Lt c.cudûù!.n des rn ensembles Ai 

ensembles des entiers naturels { 1, 2, .. , } , 

est une appüc.a;U,on de A dans B si à tout X de A 

correspond par f un et un seul élément de B f (X) • 

On écrit aussi X -+ f(x) 

si 0 est un sous-ensemble de B, f- 1 (0) = { X E A/ f ( X ) E O } 

est 1 'image. inv e.M e. par f de D 

image. inve.Me. de y par f , {x E A/y f(x)} 

si C est un sous-ensemble de A, 

f(C) = {y E B/y = f(x), x E C} est l'image. par f de C 

si C est un sous-ensemble de A, fl..e.f.,&C.Ûon de f à C, 

c'est-à-dire application de C dans B définie par 

app,lLc.a;U,on ide.nüque. de A définie par 

IA(x) x 

Si f A-+ B et g : B-+ C sont des applications 

appûc.a;U,on c.ompo~ée. de f et g définie par : 

(gof) (x) = g(f(x)) 

-1 
f 

Si f est injective (f(x) = f(y) => x = y) 
et surjective (\fy E B, 3x E C f(xl = y) 

B-+ A appûc.a;U,on inve.Me. de f définie par : f- 1 (y) X 

Correspondance 

:P (Al 

'f: A-+B 

avec f (x) = y 

e.~e.mble. dru., pcudirv., de A, ensemble dont tout élément est 

un sous-ensemble de A 

est une c.oMrv.,pondanc.e. de A dans B si à tout x de 

A correspond par 'f un et un seul sous-ensemble de B 

'f' ( x), On écrit aussi : x -+ lfi ( x). f est une applica

tion de A dans '11- (Bl. 

,/. 
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image ,i,nveJL6e de y par f , {x E A/y E 'f (x)} 

si C est un sous-ensemble de A, 

f(C) {y E B/y E r(x), X E C} est l'hna.ge par 'f 
de C 

si D est un sous-ensemble de B 

,tco) = {x E A/ 'f(x) C: D} 

f-(D) = {x E A/ f(x) n D ~ ~}. 

si y E B, 'f ( {y}) = ~-
1 

(Y) • 

si C est un sous-ensemble de A, 'f;c est la corres

pondance C + B définie par: ~/C(x) = rcx); c'est la 

!Le/4:tluc.tion de If à c 

g!La.phe de 'f, {(x,y) E Ax B/yE f(x)} . 

Si R est une !Le.ta.lion bincuf1.e sur un ensemble X, 

définie par son graphe~R = {(x, y) E XxX/(y R x}, 

identifier R à la correspondance de même graphe conduit 

à p:::iser 

R(x) {y E X/y R x} 

R- 1 (x) {y E X/x R y} 

D'autre part, à R on associe 

pa.lLÜe eu, ymé..tJuq ue de R xPy <=> xRy et non yRx 
et à P, 

r,. 
yPx < > 

si X est 

J Z E X 

un 

et 

sous-ensemble convexe d'un espace vectoriel E 

À, 0 ~ À < 1, Z E P (X) et 

y = À X+ ( 1 - À) z 

ensemble des nombres réels 

ensemble des nombres réels~ D 

Si A est un sous-ensemble de R, 

bo!Lne Jupé!ueu!Le -0:t!uc.te de A= plus petit des majorants 

de A; x ~ y· V y E A=> x ~ sup A 

bo!Lne in6éJueutLe -0:t!uc.te de A= plus grand des minorants 

de A; X~ y V y E A=> X~ inf A 

p.f..w.i g!La.nd élément de A 

plU-O petit élément de A 

,/. 
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Si A est un ensemble B un sous-ensemble de A 

et f : A -+ R une application de A dans R 

sup f(x) sup {y E R / y = f(x). X E B} = sup f(x) 
XEB XEB 

inf f(x) inf {y E R / y f(x), X E -B} inf f(x) 
XEB XEB 

max f(x) max {y E R / y f (X), X E B} max f(x) 
XEB XEB 

min f(x) min {y E R / y f (X) , X E B} min f(x) 
XEB XEB 

Espaces topologiques, espaces métriques 

~Ü( X) 

A 

0 

A ou i(A) 

F (A) 
r 

n 
X -+ X 

6
0 

( x. r) 

Bf (X, r) 

d(x, A) 

Soit X un e/2paQe ~opologique, x. x des éléments de X. 
n 

A un sous-ensemble de X 

-0y~~ème de/2 voiôina.ge/2 de x. c'est-à-dire des sous

ensembles de X contenant un ouvert (de X) contenant x 

adhéAen.Qe de A = plus petit sous-ensemble fermé de 

contenant A 

ùi,tétueuJL de A = plus grand sous-ensemble ouvert 

contenu dans A 

611_on.tiè11_e de A = A\i(A) 

suite d'éléments de X 

-0uJ..;te p~elle (q = 1, 2 ... ) extraite de la suite 

(xn) 

de 

X 

X 

X est la fu.Ü:e de la suite (xn); la suite (xn) converge 

vers x 

Si X est un e-6paQe mé~que _, si d est la distance 

sur X et si r est un nombre réel positif 

boule ouv~e de centre x et de rayon r 

{y EX/ d(x. y) < r} 

boule fie'1,mée de centre X et de rayon r 

{y EX/ d(x, y) sr} 

fu~n.Qe de x à l' ememble A = inf d(x, y) 
yEA 

./. 
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Si f est une application de l'espace topologique X 

dans R+ 

Juppoll.t de, 6 = adhérence (dans X) de l'ensemble 

{x E X/f(x) > O} 

Espaces vectoriels, espaces vectoriels topologiques 

A + B 

A - B 

ÀA + µB 

p À. Ai 
E l 

i=o 

({a 0 1 conv ,a 

conv. A 

E' 

Soit E un espace vectoriel réel, 0 p a, ... , a des 

éléments (ou points) de E, A, B, Ai des sous-ensembles 

de E, i À, µ, À des éléments de R 

{z E E / z X + y, X E A, y E B} 

{z E E / z = X - y, X E A, y E B} 

{z E E / z = ÀX + µy, X E A, y E B} 
p i i Ai, {z E E / z = E À.X X E V. 0, 1 ... p } 

l 
J 

l 
i=o 

, ..• , ap}) polyèd!te, de sommets 0 1 ap; c.onve,xe, a J a J ... ' 
p i 

ensemble des combinaisons convexes E À.a ' À. :?: 0, 
i=o l l 

p 
E À. 1 

i=o 
1 

enveloppe, c.onve,xe, de A; plus petit sous-ensemble convexe 

de E contenant A 

dual algébJuque, de E, espace vectoriel des oO!UnU 

UnéC(,{JLU sur E 

Si E est un espace vectoriel topologique 

dual topologique, de E, espace vectoriel des formes 

linéaires continues sur E 

Si P est un cône convexe de sommet O dans E, 

c.âne, po~e, de, P {p E E' / p(x) :;;; O V x E P} 

Si P est un cône convexe de sommet O dans E' 

c.âne, po~e, de P = {x E E/p(x):;;; o Vp E P} 

,/. 
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Espace Euclidien dè dimension Q, 

X :,; y 

X < y 

X<< y 

RQ, 
+ 

x.y 

Il X Il 
B 

s 

espace vectoriel de Q,-tuples ordonnés (x
1

, x
2

, ... , xQ,) 

d'éléments de R 

Si x et y appartiennent à RQ, 

Vk = 1, .. ., Q, 

X :,; y et X ~ y 

xk < Yk Vk = 1 ' ... , Q, 

oldhant po.6,U,,i,6 de RQ, = {x E RQ, / x 

ptodud: .6c.ai.a.hte. · de X et y; x.y = 

no11.me. e.uc..U.d,é,e.nne. de X; Il X Il = v'x.x 

boule. un,l;té = { x E RQ, / li x li :,; 1} 

.6phè_Jz,e, un,l;te, = { X E RQ, / Il X Il = 1} 

:;:::: O} 
Q, 

I: 
k=1 

' RQ,, (RQ,)* On sait qu on peut identifier 

xkyk 

et 

conséquence, si P est un cône convexe de sommet O dans 
RQ, 

c.ône. poW!l.e. de P 

double. polcuJLe. de P 

{xERS/,/p.x::;;o VpEP} 

{p E RQ, /p. X :,; 0 V X E p°} 

Si A est un sous-ensemble convexe de RQ,, soit V(A) 

vcvuété UnéCUJr.e. a66ine. engendrée par A, c'est-à-dire 

la 

la 

plus petite variété linéaire affine de RQ, contenant A. 

intéJUe.uJz,e, Jz,e,la,û,6 de A= intérieur de A pour la topologie 

induite sur V(A) par la topologie de RQ, 
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