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INTROBUCTION

Comme son titre 1'indique, cette monographie est consacrée a
un probléme limité dont la résolution est un préalable indispensable de la
théorie de 1'équilibre général : l'existence de 1'éguilibre, dans le cadre

des hypothdses et de la formalisation adoptées pour le définir.

~

Lontemps évacué dans la réponse nalve qui consistait & comparer
le nombre des'équations au nombre des inconnues, le probléme de 1'existence
de 1'équilibre a été posé, pour lapremiére fois, par A.WALD, dans une série d'arti-
cles précurseurs (1933-1936) indiquant le r8le des théorémes de point fixe pour
établir 1’existence de guantités et de prix positifs comme solutiocns d'un
systéme de Walras-Cassel d'équations de la production ou, encore, 1'existence
d'un équilibre pour une économie d'échange pur, dans 1’'hypothese Walras-
sienne od 1l'utilité marginale de chaque bien d’'un panier de consommation
est, pour chaque consommateur, une fonction positive et strictement décrois-
sante de 1la quantité du seul bien considéré. Mais ce probléme ne s'est
trouvé complétement formulé et résclu que dans les années 50, guand s'est
précisé le modéle d'économie de propriété privée aujourd’bui considéré
comme la formalisation la plus propre a unifier les problémes de produc-

tion et d'échange dans 1’équilibre Walrassien.

Comme on le sait, dans ce modele ol le nombre de biens est fini,
un nombre fini de consommateurs, gui possedent les ressources initiales et
pergoivent les profits réalisés par les producteurs, consomment les biens
rendus disponibles sur le marché, au mieux de leurs préférences, dans les
limites définies par leur ensemble de consommation et leur contrainte
budgétaire, tandis qu'’un nombre fini de producteurs, qui maximisent leur
profit dans leur ensemble de production, produisent les biens qui sont
destinés, concurremment avec les ressources initiales non utilisées par

~

la production, a satisfaire la demande des consommateurs.
Une économie de propriété privée est ainsi définie par la donnée
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des ensembles de consommation Xl, des préférences RT et des ressources

initiales & de chacun des consommateurs, des ensembles de production YJ

de chacun des producteurs, et de la clé GIJ, de répartition des profits.
i i

Un cas particulier est 1'é&conomie d’'échange pur E = ( (xt, RY, w ]i=1 m)

dans laquelle il n'y a pas de production.

L’équilibre d’une telle économie est définie comme un systeme de
prix et de quantités qui assurent simultanément 1'effectivité des compor-
tements d'optimisation de chacum des agents, 1’égalisation,pour chaque
bien,des ressources et des emplcois et la dépense des revenus issus de la

production et de la vente des ressources initiales.

Les recherches sur l'existence de 1l'équilibre ont connu deux
périodes d’activité entre lesquelles la théorie de 1'équilibre général s’est
développée, dans le cadre strict du modéle qui vient d'étre défini, sur des
questions autres que celles de 1l'existence (calcul d’équilibres, étude de
la structure et de la continuité de 1'ensemble des équilibres,...) ou a
travers diverses généralisations du modeéle (& un nombre infini de biens, a
un espace mesuré d'agents, par introduction de 1'Etat, de la monnaie, etc...)
induisant d’'autres problématiques mais requérant aussi des théoremes d’exis-
tence spécifigues.

Une premiére période va de 1952 & 1962, période pendant laguelle
un assez important nombre d'articles repérent et adaptent les théoregmes de
point fixe utilisés, identifient, discutent et classent les hypotheéses
nécessaires & 1'obtention du résultat. Pendant toute cette période, les
préférences des consommateurs sont communément supposées former un préordre
total sur leur ensemble de consommation, hypothése qui définit ce que nous
appelons dans cette monographie 1'équilibre transitif. ,

La deuxiéme période commence en 1974 avec un article de A. Mas-Colell
montrant que 1'existence de 1'égquilibre général, dans une économie, finie peut
dtre établie sans aucune hypothése de transivité ou de totalité des préférencés
des consommateurs sur leur ensemble de consommation, c’est-a-dire sans aucun
appel a 1'idée sous-jacente d'utilité des paniers de biens pour chacun des
consommateurs. Un tel équilibre est appelé équilibre "intransitif”, par
opposition & l'équilibre "transitif”.

e



Bien que préparé par un article de Schmeidler (1963) montrant que la
totalité des préférences n'était pas nécessaire a l'existence de 1'équilibre
dans une économie comportant un "continu” d'agents, dés lors que le "grand
nombre"'d’agents exercalt en effet "convéxi?iant"sur les correspondances de
demande, le résultat de Mas Colell était surprenant, dans une théorie cons-
truite initialement sur la notion transitive d'utilité, et ne pouvait manquer
de susciter de nouvelles recherches sur les conditions d’existence de 1’'équi-
libre. A la suite de cet article, les méthodes de démonstration de 1’existence
de 1’'équilibré transitif d’'une. économie comportant un nombre fini d'agents
ont été retravaillées dans le sens d’'une plus grande transparence économigue
de la démarche mathématique, tandis gu'une série de "nouveaux théoremes
d'existence” établissaient progressivement une approche standard de 1'équi-
libre intransitif et portaient successivement les théorémes d'existence, sans
transitivité des préférences, & un niveau de généralité dans les autres
hypothéses, comparable & celuil atteint pour l'existence de 1'équilibre tran-

sitif.

l.’objet de cette monographie est de rendre compte de 1'ensemble des
travaux qui viennent d'étre évoqués et de présenter de fagon & la fois synthé-
tique et compléte le dernier état d’une guestion gqui est maintenant relati-

vement close : celle de 1l'existence de 1'équilibre dans une économie finie.

Elle comporte trois chapitres dont chacun a &té rédigé de fagon a

en permettre une lecture autonome.

Parce-que toute démonstration de 1'existence de 1'équilibre repose
sur un théoréme de point fixe, le chapitre I est un exposé de la théorie des
théorémes de point fixe, ou d'existence d'éléments maximaux, dérivés du
théoréme de Brouwer, dont la systématicité et la généralité vont volontai-
rement au-deld des besoins des applications gui en sont faites dans les
chapitres II et III mais sont, nous semble-t-il, susceptibles d'en permettre

une meilleure compréhension.

l.e chapitre II est une approche de 1'équilibre transitif en termes
de demande (totale) excédentaire qui appuie l'existence de 1'équilibre sur
une variante de 1'énoncé généralisé du lemme de Gale-Nikaido-Debreu dont on
donne, dans le chapitre, une demonstration directe et originale a partir du
théoréme de Brouwer. Le cadre de la démonstration est par ailleurs celui
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d'une économie d'échange pur, comprenant £ biens et m consommateurs, dans

laguelle sont introduites des activités de disposition décrites par un cone

convexe fermé de sommet O contenu dans 1'orthant négatif de RQ. L’application

du lemme permet de démontrer 1l’existence d'un quasi-équilibre. Le passage du

-

quasi-équilibre & 1'équilibre nécessite, sous une condition supplémentaire de
cantinuité des préférences des consommateurs, 1l'adjonction de 1'hypothese
forte de survivance des consommateurs ou alternativement,d’une hypotheése

affaiblie de survivance et d'une condition d'irréductibilité de 1'économie.

Comme on le voit dans le détail des démonstrations, la convexité
des ensembles-images des correspondances de demande repose sur la transitivité
et la totalité des préférences de chacun des consommateurs sur son ensemble
de consommation. Cette convexité est nécessaire dans l'’approche en termes
de demande (totale) excédentaire utilisée dans le chapitre I et A. Mas Colell
a montré que, pour des préférences non transitives, cette convexité ne pouvait
s'obtenir sans un renforcement des autres hypothéses. Les conditions d'existence
d'un quasi équilibre et d'un équilibre obtenues dans le chapitre II assurent
d'ailleurs la représentabilité de chacun des préordres totaux de préférence
par des fonctions d'utilité semi-continues supérieurement, ce qui donne la
mesure de la portée des hypoth&ses qui sont & la base de 1'équilibre transitif

d'une économie finie.

Remplacer les préordres totaux représentant les préférences des
consommateurs par des correspondances de préférence permet d'aborder, sous le
nom d'équilibre intransitif, en méme temps gue les intransitivités possibles
dans la comparaison deux & deux des paniers de biens par chacun des consom-
mateurs, un certain nombre d'externalités, comme la dépendance des préférences
par rapport aux consommations des autres agents ou par rapport aux prix du
marché. La résolution du probléme de 1l’existence de 1'équilibre se fait alors
par un retour & une approche qui fut initialement celle de Debreu et d'Arrow
et Debreu en 1952 et 1954, avant la mise au point du lemme dit de Gale-Nikaido-

Debreu : 1'approche en terme d'économie abstraite, concept qui généralise

celui de jeu non-coopératif.

Le chapitre III appuie ainsi 1l'existence de 1l'équilibre, dans une
économie d'échange comportant des possibilités de disposition, sur un lemme

d'existence d'un quasi-équilibre pour une économie abstraite. La notion de
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quasi-égquilibre adoptée par une économie abstraite permet de retrouver la
notion de quasi-équilibre utilisée dans le chapitre II, quand 1'économie
abstraite considérée est celle associée & une économie d'échange. L'intérét
du lemme obtenu est de dégager les principes de la démonstration dans un
résultat général, susceptible de s’appliquer dans d'autres cadres d'hypothéses
que celui choisi pour le chapitre II et le chapitre III. L'existence d'un
quasi-équilibre pour 1l'économie d'échange intransitive est démontrée sous des
hypothéses plus faibles ou éguivalentes & celles du chapitre II, a Iexception
de l'hypothese de non-saturation des préférences qui doit &tre renforcée si
les préférences des consommateurs dépendent des prix. Le passage du quasi-
équilibre & 1l'équilibre requiert, sous la méme condition de continuité des

préférences des consommateurs, des hypothéses additionnelles analogues a

celles utilisées dans le chapitre II.

Les théoremes obtenus dans le chapitre III contiennent évidemment
les résultats correspondants d'existence d'un guasi-équilibre ou d'un équi-
libre transitif. l.’intérét du chapitre III est, en effet, de faire apparaitre
latransitivité ces préférences comme une hypothése totalement superflue pour
1'existence de 1'équilibre général, dont la suppression accroit le champ
des significations possibles des théoremes d'existence. Il est aussi de
montrer gu'une approche alternative de 1'équilibre et 1'emploi d'un théoréme
de point fixe ﬁlus profond permettent de démontrer ces théorémes sous des

hypotheéses affaiblies.

Cet affaiblissement n'est-il pas illuscire ? C'est ce gue nous nous
demanderons dans une premiére annexe consacrée aux relations entre les diffé-

rentes propriétés mathématiques des préférences.

Dans une deuxieéme annexe intitulée "Equilibre intransitif et optimum”,
nous nous demanderons dans quelle mesure l'intransivité des préférences est
compatible avec le maintien des relations entre équilibre et optimum gui cons-
tituent, dans la théorie de 1'équilibre général, une des principales raisons

d'étre de chacune de ces deux notions.



CHAPITRE I

POINTS FIXES ET ELEMENTS MAXIMAUX




I - INTRODUCTION -

Toute démonstration d'existence d'un équilibre général repose sur
un théoreme de point fixe et les progrés réalisés dans la mise au point de ces
démonstrations, 1l'affaiblissement de leurs hypothéses - et donc 1'élargis-
sement du champ des applications possibles des théorémes d'existence - sont
allés de pair avec les progreés accomplis dans la compréhension de la signi-
fication des théorémes de point fixe. Ceci explique sans doute qu'une abondante
bibliographie, dont la longueur de la liste des références utilisées pour la
rédaction de ce chapitre est un indice, ait densifié un domaine dent les
résultats initiaux et fondamentaux sont assez anciens (1) mais qui est
aujourd'hui caractérisé par la multiplicité des généralisations des résultats
initiaux et le renouvellement et la diversification des méthodes utilisées

pour les ocbtenir.

L'objet de ce chapitre est de mettre en ordre 1l'ensemble des
résultats récents. L'exposé qui sera donné dépasse ainsi les stricts besoins
des applications qui en seront faites dans les chapitres II et III et qui,
finalement, reposeront seulement sur une variante d’un énoncé généralisé du
lemme de Gale-NikaIdD-Debreu pour le chapitre II et sur un résultat de Gale

et Mas-Colell, perfectionné par Bergstrom et obtenu par sélection & partir

du théoréme de Kakutani, pour le chapitre III.

D'une part, alors gue les chapitres II et III, respectivement
consacreés & l'équilibre transitif et intransitif d’une économie comportant
un nombre fini de biens et un nombre fini d'agents, utiliseront des
théoremes dans RQ, nous avons exposé ici 1l'ensemble des résultats dans le
cadre le plus général dans 1lequel ils sont obtenus. Raisonner systématique-
ment dans RR peut ohscurcir la portée des conclusions et la raison d'étre

des hypothéses. Nous avons au contraire eu le double souci de bien distinguer

{1) 1829, 1930 et 1935 pour la démonstration du théoréme de Brouwer pour un
simplexe de R™ et ses extensions aux convexes compacts d'un espace de
Banach puis d’'un espace localement convexe séparé, et 1941, 1950 et 1952
pour le théoréme de Kakutani et ses extensions correspondantes.



. ce qui n'est valable que dans Rz de ce qui reste vrai dans des espaces plus
généraux et de suivre pour ces extensions la voie guil mettait le mieux en
évidence & partir de quel moment telle ou telle hypothese devenait nécessaire.
Ce chapitre est cependant susceptible d'&tre "lu” dans RR’ pbﬂf peu que 1l'on
sache qus R2 posséde toutes les propriétés gui y seront utilisées [Rz gst

un espace vectoriel topologique, localement convexe, séparé, normé, complet, métri-
sable, etc...). Une telle lecture peut le rendre accessible & un économiste

qui aurait lu Nikaido (1968) et posséderait ainsi quelques notions sur la
convexité et la séparation des ensembles convexes dans Rl mais qui ignorerait

tout de la topologie générale et des espaces vectoriels topologiques.

D'autre part, s'il ne couvre pas la totalité des théorémes de point
fixe et s'il laisse, en particulier, de cOté des résultats qui, tels celul
d'Eilenberg-Montgomery, ont été utilisés par les premiéres démonstrations
de 1'existence de 1l'équilibre tant transitif qu'intransitif, cet exposé se
veut théorie des théorémes de points fixes dérivés du théoréme de Brouwer et
rend compte d'un champ assez large de résultats. Le parti adopté pour cerner
le domaine et choisir les technigues de démonstration a été de limiter 1’'apport
de la topologie algébrique & 1'énoncé d’'un lemme dii & Knaster, Kuratowski et
Mazurkiewicz, pris pour point de départ et dont le théoréme de Brouwer se déduit
immédiatement. La démonstration de ce lemme nécessiterait 1'introduction de
qguelques notions de topologie algébrique, notamment les notions de p-simplexe
et de complexe dans Rz , faciles & introduire si 1'on dispose déja d’une
étude suffisamment détaillée des facettes et des points extrémaux des
polyédres convexes dans 1'espace euclidien de dimension 2. Ce lemme, souvent
désigné sous le nom du lemme K.K.M., est le seul résultat gui ne sera pas

explicitement démontré dans ce chapitre.

Le concept de partition continue de 1'unité et les théoremes gui
permettent d'associer une partition continue de 1’'unité & des recouvrements
ouverts d’'un espace compact ou paracompact sont 1l’instrument qui permet
1'extension aux correspondances de théorémes démontrés pour les applications.
Cette technique qui est & la base des théorémes de sélection sera appliquée

a4 diverses reprises dans le chapitre.



On passe ainsi dans le paragraphe II du théoréme de Brouwer
au théoréme de Kakutani dont il suffit ensuite d’'étendre la validité aux
espaces vectoriels localement convexes séparés pour cbtenir le théoreme
de Kakutani-Fan.

lLe paragraphe III indique, pour le passage du théoréme de Brouwer
au théoreéme de Kakutani-Fan, un cheminement voisin du précédent mais qui
fournit au passage des théorémes d'existence d'éléments maximaux, fréguemment

utilisés dans la théorie de 1'équilibre général.

Le paragraphe IV montre comment le théoreéme de non-séparation
de Fan, toujours démontré & partir du théoréme de Brouwer, c'est-a-dire.
en dernieére analyse, d partir du lemme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz,
permet d’'obtenir, en méme temps qu’une généralisation du théoréme de Kakutani-
Fan, une grande variété d'autres théorémes qui ont de nombreuses applications.
Le lemme dit de Gale-Nikaido-Debreu, souvent présenté comme une conséguence
du théoreme de Kakutani mais dont on a aussi démontré qu'il 1'impligue, est

un cas trés particulier de 1'un d’entre eux.

Enfin, un cinguiéme paragraphe est consacré au théoréme de sélec-
tion et aux applicatiocns systématiques que 1l'on peut en faire pour déduire
de nouveaux théorémes de 1l’ensemble des théorémes précédents. La raison
d’étre de ce paragraphe est le role central que jouera dans la démonstration
de 1'équilibre intransitif un théoréme de point fixe démontré par sélection

a partir du théoreme de Kakutani.

Dans la rédaction des différents paragraphes, nous nous sommes
efforcés, afin de situer les différents résultats, de préciser les liens
qu'ils entretiennent entre eux. Un diagramme, placé & la fin du chapitre,
résumera d’ailleurs les principales implications démontrées dans ce chapitre.
Nous espérons ainsi avoir clarifié un domaine qu'il est nécessaire d’avoir

bien comprisavant d'en sborder les applications.
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II. DU LEMME DE KNASTER-KURATOWSKI-MAZURKIEWICZ AU THEOREME DE KAKUTANI-FAN.

Rappelons tout d'abord 1'énoncé du lemme de Knaster-Kuratowski-

Mazurkigwicz.

Lemme de Knastern-Kurnatowshi-Mazurkhiewicz.

Soienf {a", a1,..., aP 3 (p+1) points affinement indépendants
de'R2 et F°, F1,..., FP Une collection de {p*1) sous ensembles
fermés de RY. Si poﬁr tout sous-ensemble {io’ igseees ir}

de l'ensemble d'indices {0, 1,..., p }, on a

iO i1 ir r ik
conv( {a ", a ,.v., @ }) c v F"
‘ k=0
iO i1 ir
conv(ia ', @ ,..., a ) désignant le poly&dre convexe de sommets
i i i

Le théoreme de Brouwer s'en déduit presgue immédiatement

Proposition 1 (Théoréme de Brouwer).

Si X est un sous-ensemble non vide, convexe et compact de Rz,
toute application continue de X dans lui méme admet un point §ixe,

c'est-&-dire un point x € X tel que f(x) = x.

Démontration

On commencera par démontrer le théoréme dans le cas ol X est
un p - simplexe S_ 'de RZ, c'est-a-dire le polyedre convexe engendré par
(p+1) points affinement indépendants : ao, a1,..., aP. si f : Sp-+ Sp est
une application continue, soient Fi, i=0,.4., p,les (p+1) sous-ensembles
de Rl définis par Fi = {x ¢ Sp/Fi(x) g Xy } ot x; et Fi(xl désignent respecti-

vement la i°"C coordonnée bafycentrique de x et de f(x]) par rapport aux

e
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sommets aD, a1,..., aP de Sp. I1 résulte de la continuité de f et de 1la
continuité de 1l'application gui & tout point de la variété linéaire affine

. . .eme . .
engendrée par S_ fait correspondre sa i coordonnée barycentrique par rapport

p

. o 1 i -
aux points a , a ,..., @8 , que les F~ sont des sous-ensembles fermés de RY.

D'autre part, si {io, 11,..., ir } est un sous-ensemble de 1’ensemble d'indices
| io i1 ir
{0, 1,.«., p} , tout point x de conv({a ", a ,..., a }) appartient &
1'un des F, ; si, en effet, on avait : f, (x) > x, , ¥ k = 0,..., , on aurait
K K K

xi = 1
k k=0 k

o~ 5

)
f, (x} >
k=g *

ce qui serait contraire a l'apbartenance a Sp de f(x).

Du lemme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz, on déduit alors

8]
1'existence de x € n Fi[x], c'est-a-dire 1'existence de x dans Sp tel que

i=0
fi(x] g X3 ¥ i=20,..., p, ce qui n'est possible que si f(x) = x.

51 X est un sous-ensemble non vide, convexe, compact quelconque
de Rz. soient p sa dimension et Sp un p - simplexe homéomorphe & X par-i'homéo—
morphisme h : Sp > X. Si f est une application continue de X dans X, h of oh
est une application continue de Sp dans Sp. Si z qup est un point fixe de cette
application, h(z) est un point fixe de f car : (h o f o h) (z) = z

implique f(h(z)) = h(z).
C.QnFlDo

Le théoréme de Kukutani étend l'existence d'un point fixe aux
cofrespondanpes fermées, a valeurs non vides et convexes d'un sous-ensemble convexe
compact X de Rz dans lui-méme ou, ce qui revient au méme, aux correspondances
semi-continues supérieuremenéqg valeurs convexes, fermées de X dans X.. Lorsque
le convexe compact X est un p - simplexe Sp de Rzl, ce théoréme peut se démontrer
en approchant la correspondance par des fonctions continues construites, par
linéarité affine, & partir de valeurs choisies dans les images des sommets des
subdivision barycentriques successives du complexe constitué par 1'ensemble
des facettes du p - simplexe Sp. Le théoréme s'étend ensuite par homéomorphisme
aux sous-ensembles convexes compacts gquelcongues de Rl. C'était d'ailleurs la
procédure utilisée par S. Kakutani (1851). A cette méthode qui nécessite un nouvel
appel aux notions de simplexe et de complexe dans R , nous préférerons ici
une démonstration adaptée de F. Terkelsen (1974) et qui utilise la notion de

partition continue de 1'unité. e

(1) Les définitions, supposées connues, de la fermeture et de la semi-conti-
nuité supérieure pour une correspondance définie dans un espace topolo-
gique X, a valeurs dans un espace topologique Y, sont rappelées, plus
loin, au début du paragraphe IV. /

. i
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Définition 1.

Etant donnée une famille finie (AiJi_,I r de parties d'un

espace topologique X, on appelle partition continue de £'unite,faiblement

subordonnie a La gamille (A.) . _ » toute famille (F,),_ de
) i"i=1...r - i“i=1...r

fonctions numériques * 0, définies et continues dans X, vérifiant

-¥Yi=1...r, Fi(x) = 0 pour X ¢ Ai
r
- ¥ x €X .Y fx) = 1.

On appelle partition continue de £'unité, subordonnde & La

gamille (A.), _ » toute famille (F.),_
i"i=1...r i“i=

définies et continues dans X, vérifiant :

1 - de fonctions numériqgues > O,

-VYi=1,., 7T, supp[fi) c Ai

od supp[fi) désigne le support de la fonction fi’ c'est-a-dire 1'adhérence

dans X de 1l'ensemble des x € X tels que fi[xl # 0,
r
-V x eX, ) f.(x)=1.

L'existence pour un recouvrement ouvert fini [Ui]i (J ensemble

€
d'indices fini) d'un espace topologique compact X d'une partitiin continue
Auborndonnée & ce recouvrement est un résultat classique de topologie
générale. Nous .utiliserons le plus souvent ci-dessous 1'existence d’une
partition continue de 1'unité fadiblement subordonnie au recouvrement fini,
résultat plus faible et de démonstration immédiate si X est un espace

1)

métrique (donc, par exemple, si X est un sous ensemble compact de RQJ.

Proposition 2 (Théoreme de Kakutani)

Si X est un sous ensemble non vide, convexe et compact de Rﬁ,
toute correspondance ¥ : X =X, semi-continue supérieurement
sur X et & valeurs non vides convexes et fermées, admet un point

§ixe c'est-a-dire un point x € X, tel que x e ¥(x).

o/
(1) Si d est la distance sur X, il suffit, en effet, de poser pour tout
. . i
1€7: alx) = dix, \U,) et Br(x) = 2L . La famille (g.),
i i i(x) 1" ied
ield ¢ %

est une partition continue de 1'unité, faiblement subordonnée au

recouvrement (U.), . ~
i“ied



_13_

Démonstration

Soit un recouvrement de X par la famille des boules ouvertes

centrées en un point x de X et de rayon €. Pu1sque X est compact, il existe
1 2

Xes Xgamnns Xo Te dans X telsque X ¢ ig? Bo (x ,€) et i1 existe une partition
contlnue de 1'unité (a ] =1 r faiblement subordonnee au recouvrement

. . . . . i o 1
(X n Bo[xe’ E])i=1...r de X. Si on choisit ¥ i = 1...r€, Ve € Y[XE),

on peut définir une fo%ction Fe’ continue, de X dans lui méme
T
€ 4 i
fe(x? = .z aetx] Ye

Soit, en vertu du théoréme de Brouwer, xE un point fixe de fe.
On a les relations :

- Eeuieyi A ix® #0=>x%e B (L, e)n X
X = 1;1 €[x ) Ve et e[x ) =>x € B (x, .

Soit alors (€ ) une suite de nombres positifs, décroissants et
tendant vers 0 et (xen] la suite des points fixes des fonctions FE que 1'on
peut définir par la procédure qui vient d'@tre exposée. Puisque X
est compact, on peut suppaser que la suite (x®M) tend vers x%¢ X. On va
montrer que xO est un point fixe de la correspondance Y.

Si, en effet, x° n'appartient pas & 1'ensemble convexe fermé
‘f[xo), il résulte du ziéme théoreéme de séparation dans Rg (possibilité
de séparer strictement par un hyperplan un ensemble convexe fermé et un
ensemble convexe compact) qu'il existe p € R2 et ¢ € R tels que

p.x0 <a et p.z > Q Yze ¥ (x°).

Puisque la correspondance ¥ est semi-continue supérieurement,

11 existe € > 0 tel que : x € Bo[xo, €) =>p.z > a ¥z e PIx).

: &
Soit alors n_ tel que n > n_ = el < = et dix ", x7) <=,
0 a] 2 2
Te 5
. € h . n . . .
Pour tout n >n, ona: x | = z o (x ) vt avec V- € f[xl ) et
0 ‘ o1 €, €n €n €n
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€ €
n n i n
at (x Y A0 > x € Bylx_, e} nX =
n . n
i 0 i €n v o n £
dix_ » x) sdlxg » x ) +dlx , x) <eg +-—= <E&.
En n 2

PR i €n i _ i
On en déduit : V¥V n > n,» @ (x "1 #0=> p.z>a , ¥z ¢ \P[xe ) = py_ >0
n . n n

€
n
de sorte que : ¥ n > N s P-X > a.

Par passage & la limite lorsque n tend vers 1'infini, on obtient p.xO z 0,

ce qui est contradictoire avec p.xO < o.
C.Q.F.D.

1)

L s . ( . BN .
Le théoreme de Kakutani-Fan étend le théoreme de Kakutani
aux carrespondances définies et & valeurs dans un sous-ensemble convexe
compact d’'un espace vectoriel topologigque réel, localement convexe

séparé. La démonstration de cette extension est empruntée & C. Berge (1959).

Proposition 3 (Théoréme de Kakutani-Fan)

Soient E un espace localement convexe séparé et X un sous-ensemble
convexe compact de E. Toute correspondance ¥ : X = X, semi-continue
supérieurement et a valeurs non vides, convexes, fermées admet

un point fixe, c'est-a-dire un point x € X vérifiant x € ¢ (x].

Démonstration.

soit ¥le systéme fondamental de voisinages de O dans E, formé
des voisinages de O gqui sont convexes, symétriques et fermés. On va commencer

par montrer 1'existence pour tout v de U'd'un point x,, dans (¥ (x) + V).

Y

Soit, en effet, Vye [V Puisgue X est compact, il existe

o/

(1) Cf. Ky Fan. (1952) et aussi Glicksberg (1952).
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r
\
. i 0
un recouvrement ouvert fini de X : X & U [{x&]-+ V) et une partition
i=1
~de 1'unité (ai)i=1 r faiblement subordonnée au recouvrement
eeT,
- 0
n
(Xn O b ”i=1...rv

Désignons par KV le polyedre convexe engendré par
1 2 Ly . s s
{xv, SYTEEEREY et par YV la correspondance : KV - KV' définis

par : YV[XJ = KV n (Pix) + V).

Par construction, 1la correspondance-?v est & valeurs convexes

et fermées.
Ty

Si y e wix), Z aé[y] xa € Ky n ( ¥(x) + V) puisque
i=1

. . o .
ab(y] £ O0=>Y e,{xt I+ v =>x$ € ¢(x) + V ; la correspondance WV est

donc a valeurs non vides.

=

Enfin, puisque Y,, est définie sur un compact et & valeurs dans

v
un compact, pour démontrer la semi-continuité supérieure de WV’ nous
allons vérifier que le graphe GW de WV est fermé.

' v

Soit. (x, y) un point adhérent & G, dans Ky x K
Vv

Puisque la topologie induite par la topologie de E sur la variété linéaire

e

affine de dimension finie engendrée par KV coincide avec la topologie
euclidienne usuelle, il existe deux suites (x') et [yn] de points de

KV' convergeant respectivement vers x et y et vérifiant

V n entier, x' e Ky et y' e Ky 0 (P (x") + V).

On peut écrire yn =z" + t" avec 2" « f(xn] et t" e V.

Puisque X est un sous-ensemble compact de E et, en remplacant éventuellement
la suite (z") par une suite partielle extraite de (z") et convergeant
vers un point’ze X, ona : t > teV, z' > ze f(x) et Y=z+t€fKVn (P (x)+V)),

ce qui montre que (X, y)e Gy et que Gy est fermé.
Y, v
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Toujours parce que KV est de dimension finie et peut ainsi
gtre plongé dans un espace euclidien, on peut appliquer a WV le théoreme
de Kakutani : il existe x, € WV[XV] = Ky ﬂ[?[xvl + V).

A tout V de Uﬁ associons maintenant le sous-ensemble X :

Fy = {x e xX/x e Y(x) +Vhk

Si x £ FV, c'est-3-dire si le sous-ensemble compact {x } et

le sous-ensemble fermé (P(x) + V) de E sont disjoints, puisque E est

localement convexe, il existe Uet W e Uko] tels que :
({x}+U)n (P(x} +V+W =9

Puisque y est semi-continue supérieurement, soit U’ e U?o) tel gue
x' € {x I+ U’ =>¥(x")e P(x) + W

x'e({x }+ (Unu')=>x"¢ ¥ (x') +V, ce qui montre que FV est fermé.

11 résulte d'autre part de ce qui a été démontré plus haut

gque FV # ¢ et que toute intersection finie :

F ’ Nn...NF _— {x € X/x €

CPix) + V') } , puisqu'elle contient
v Vv i

no 9

{x e X/x € \f(k] +

i

~

Vl} , est non vide. Appligquant & 1'ensemble compact X
/l

oo

la propriété d'intersection finie des sous-ensembles fermés de X, on obtient

1 xe X, xe n(P(x) + V]
VeV

Enfin, puisque U est un systéme fondamental de voisinages de O

dans E et par séparation d'un fermé et d'un compact dans un espace localement

convexe, on en déduit : x € (x).

C.Q.F.D.

III. DU LEMME DE KY—FAN AU THEOREME DE KAKUTANI-FAN.

Le lemme K.K.M., gqui a permis dans le paragraphe II de démontrer

z & Q’
le théoreme de Brouwer, associe aux (p+1) sommets d'un p - &implexe de R

. L
une famille de sous-ensembles fermés de R dont 1'intersection est non vide

./I
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si chacune des facettes du simplexe est contenue dans la réunion des

fermés d'indices correspondant aux indices des sommets de la facette. Il
est possible de donner de ce résultat une formulation, désignée sous le nom
de lemme de Ky-Fan,(1J qui remplace Rl par un espace vectoriel topologique
quelcanque E et les (p+1) points affinement indépendants dans R2 par un

sous-ensemble quelcongue de E.

Proposition 4 (Lemme de Ky-Fan).

Soit X un sous-ensemble d'un espace vectoriel topologique E
et soit, pour tout x de X, F(x) un sous-ensemble fermé de E.
51 les deux conditions suivantes sont satisfaites :

2

- pour tout sous-ensemble Fini{xq, X a0, xP} de X, 1l'envelop-

. 1 PR
pe convexe des points X ,a.., xP vérifie :

F[xi]
1

conv { {xq. xz,---, xP 1) <
i

<o

- 1l existe ze X tel que F(z) soit compact

alors : n f(x) # ¢.
xe X

Démonstration.

Puisque 1'un des F(x) est compact, il suffit de démontrer que

toute intersection finie ﬁ £(x") est non vide.
i=1

1

Pour cela, soit S° ' le (r-1) simplexe de RQ/( 22 r)

'3
qui a pour sommet les r premiers vecteurs de la base naturelle de R :

91 = (1, 0,eeey O)sunn, 92 = (0, 0,.¢., 1). La fonction h : Sr_/i - E,
) i y r-1

qui a tout point 2 a. e (o, 2 0, i=1,...,r et z o. = 1) de S
i=1 * * i=1 *

(1) Cf. Ky Fan (1961).
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r

i i .
o, e ) = X 0. X , est continue
9t i=1

fait correspondre le point : h(
i

Il ~1 3

et les ensembles Gl = h—q(F(xlll sont deg sous-ensembles fermés de RR.

Pour tout sous-ensemble {11, I iq} de l'ensemble d'indices {1,...,r}

2
i, q .-
conv ((e JJ._ )] ¢ wu Glj car
J=1,404,0 .
j=1
. ’ .
i, i. g i,
z € conv ((e J),_ ) = h(z) e conv ((x J), ) cu Flx 1)
j=1...q j=1...q 521
_ q 1, g B i
=>zeh,l( u FixJ)) < v iw%FuJ]L
3=1 3=1
. r 5
I1 résulte donc du lemme K.K.M. : n G # ¢ , d'ot 1l'on déduit
i=1
r i
n F(x™) # ¢ Cc.Q.F.D.
i=1

La démonstration de la proposition 4 contient implicitement

le résultat suivant, signalé par Sonnenschein (1971) :

Corollaire (Sonnenschein).

Soient {a°, aq,..., aP} (p+1) points de Rz (non nécessairement

1

affinement indépendants) et FO, F'yeve, FP une collection de (p+1)

sous-ensembles fermés de RQ. Si pour tout sous-ensemble
{io’ igoeees ir} de 1'ensemble d'indices {0, 1,..., p} , on a
i i i r i

conv( {a %, a 1,..., a®})yc u F

k=0

k

i

alors F©" # ¢.

n o0

i

Le lemme de Ky-Fan permet une démonstration immédiate de la

proposition 5.



_']g..

Proposition 5.(Browder-FanJ(1J.

Soit X un sous-ensemble convexe compact d’'un espace vectoriel
topologique séparé (non nécessairement localement convexe).

~

Toute correspondance ¥: X - X 3 valeurs convexes, hon vides,

vérifiant 1'hypothése de continuité suivante
Yy € X, f_1[y] est ouvert dans X

admet un point fixe, c'est-a-dire un point x € X tel que x € f(x].

Démonstration.

Supposons que ¥ n'admette pas de point fixe.

Pour tout ¥ € X, posons F(y) = CXP_1(y]- Guel gue soit vy,
F(Y) est un sous-ensemble fermé de 1'espace topologigue compact X.
Soient d'autre part {y1, y2,..., vP } un sous-ensemble fini de X et

z € conv( {y'} 1=1 p]. Si z n'appartenait pas & U F(y'), on aurait
[ ] i=1

YV i=1,000, p, ZE€ f_1(yl], c'est-a-dire ¥V i = 1,..., p, yl € ¥ (2)

=

et, par convexité de ¥(z), z € P(z), ce qui serait contraire & 1'hypothése
faite sur f. Les deux hypothéses du lemme de Ky-Fan sont donc vérifiées

et N F(Yy) # ¢. Soit alors x € N F(y) ; ${x) =¢. On aboutit ainsi
ye X yex
a une contradiction.

C.Q.F.D.

Dans la littérature économique, la correspondance ¥ est parfois
interprétée comme une correspondance sur X faisant correspondre & tout

x de X le sous-ensemble P (x) des éléments de X qui sont (strictement)

~

préférés & x. L'absence de point fixe paraissant une hypothése raisonnable
pour une correspondance de préférence (irréflexivité de la préférence stricte)l,
la proposition 5 peut alors 8tre interprétée comme un théoréme d'existence

d’un élément maximal, c'est-a-dire d'un élément x tel gue' (x) =¢.
o/

(1) Le résultat apparait pour la premiére fois, sous une forme différente
et avec une hypothése de continuité plus forte (le graphe de ¥ est
ouvert dans X x X]J dans Ky-Fan (1961). On trouve l'énoncé de 1la
proposition 5 dans Browder (1968) et Ky-Fan (1972).
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La dualité des significations du résultat apparailt dans le corollaire

suivant qui renforce légerement 1'énoncé, comme le permet la démonstra-

tion qui a été donnée de la proposition 5.

Corollaire 1 (Bergstrom (1975))

Soit X un sous-ensemble convexe compact d'un espace vectoriel
~topologique séparé E. Pour toute correspondance : X-~+X vérifiant
1'hypothése de continuité : V vy eX,‘P—1[yJ est ouvert dans X,

ou il existe x econv( W(X)), ou il existe x tel que¥ (x) = (o

I1 est intéressant de noter que 1'on peut, en suivant Browder

(1968}, donner du corollaire de la proposition 5 une démonstration directe

a partir du théoréme de Brouwer.

Démonstration.

Supposons que pour tout x € X, Y(x) # ¢.

Considérons la correspondance ¥ : XX définie par Y (x)

conv (p(x)].

On a évidemment : ¥ xe X, ¥(x) # ¢. Si d'autre part, vyeX et x € W_1[yJ,

on a: y = f at ¥ avec yl € Y(x) et ai 20, vYi=1,..., p,et
i=1

E a, = 1 ; chacun des f_1(y1) étant ouvert

i=1 *
Poo1i i
dans X, n ¥ '(Y) est ouvert dans X, contient x et vérifie
i=1
Po-1.1 -
x' e n P (y) = Ye ¥(x') c'est-a-dire x' e ¥ (¥y).
i=1

-1
Les (Y (y)]yex

constituent ainsi un recouvrement ouvert de

X dont on peut extraire, puisque X est compact, un recouvrement fini
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Soit (aili=1._.r une partition continue de 1’unité faiblement
subordonnée & ce recouvrement. Désignons par K le polyédre convexe
engendré par les points yq, ¥2,..., yr et par p : K=K la fonction con-
tinue définie par : p(x) = 7§ <%[x] yi.

i=1

Puisgue la topologie induite par la topologie de E sur la
variété linéaire affine de dimension finie engendrée par K coincide

avec la topologie euclidienne usuelle, on peut appliquer & p le théoreme

de Brouwer. Il existe x € K, tel gque x = p(x) = ] a” (x) yl.
i=1

dxFo > xev oyl > yt e ¥R = conv(¥ GO

On en déduit : x € conv('f (x).
C.Q.F.D.
On peut enfin, comme le font Borglin et Keiding (1976) renforcer
le résultat du corollaire 1 comme théoréme d’existence d'un élément

maximal, puis en déduire une démonstration du théoréme de Kakutani-Fan.

Définition 2.

Une correspondance Y : X > X est dite Ky-Fan majonée s'il

‘existe une correspondance ¥: X - X vérifiant les hypothéses :
Y ze€e X, z #voonv ¥(z) (1)
Yy € X, W—q(y] est un sous-ensemble ocuvert de X. (2)

et telle gue pour tout x de X on ait :Y (x) < ¥(x).

La correspondance ¥ gqui majore ¢ est alors dite K-F.

/.
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Définition 3.

_ Une correspondance  : X > X est dite Locaklement Ky-Fan majonie
si,pour tout x de X tel que ‘¥(x) # ¢ il existe un voisinage ouvert

Ux de x et une correspondance Wx : X > X vérifiant les hypothéses (1)
et (2) de la définition 2 et telle gque pour tout z de UX on ait

¥ (2) < ¥ (2).

Natﬁrellement, si une correspondance ¥ est Ky-Fan majorée,
il existe alors, en vertd du corollaire 1 de 1la proposition 5, un
élément x de X tel que¥ (X) = ¢. Le corollaire suivant montre qu'il

en est de m8me pour une correspondance localement Ky-Fan majorée .

Corollaire 2 (Borglin-Keiding).

Soit X un sous-ensemble convexe compact d'un espace vectoriel to-
pologique géparé. Pour toute correspondance ‘¢ de X dans X,

Localement Ky-Fan majonde, il existe x € X tel que P (X) =¢.

Démopstration.
Supposons en effet que P (x) # ¢ pour tout x de X.

Les voisinages ouverts (dans X) U>< de x associés aux correspon-
dances %(qui majorent dans Ux la correspondance ¥, constituent alors,

un recouvrement ouvert de X dont on peut extraire, puisque X est compact,
r ' i

un recouvrement fini : X T u Ux' Soit (&7) une partition continue de
i=1

1'unité subordonnée au recouvrement [Uxi)i . Les supports

Zleual

Ft o= supp(al] = {x e X/at(x) > 0 } de chacune des fonctions o’ constituent
un recouvrement fermé de X : X = F' vérifiant : ¥ 1 = 1,...r,

i

ncH

x* R .

(1) Borglin et Keiding (1976) montrent d'ailleurs gque si X est un sous-
ensemble d'un espace vectoriel topologique métrnisable, toute correspon-
dance localement Ky-Fan majorée est globalement Ky-Fan majorée.
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Soient alors les correspondances suivantes définies sur X

et & valeurs dans X :

Wxi[x] si x e F

vlix) = .
X si x¢ F

g i o A s e
Chacune des correspondances Y~ vérifie la condition de continuité

de la proposition 5 ou de son corollaire 1.
. i,
Soient en effet, ye X et x e (¥7) (y).

Six¢ Fl, CX Ft est un voisinage ouvert (dans X) de x et
-1

x' € CX Fro¥ix) = X =x' e (Y1)
Sixe F', (U ;N 4 i)-1 (y)) est un voisinage (dans X) de x
X X

(y).

et x' € (U ;00 [‘Pi]_1(YJ) =>¥h(xr) = ¥ i[x’) ou X,selon que x'
X X X

appartient ou n’appartient pas 2 F*. Dans les deux cas, x' ¢ (Wl}-1[y].

I1 en est de méme de la correspondance Y car si y ¢ X,

r .
A N S
i=1

Enfin il n'existe pas d'élément x appartenant a conv(¥ (X)),
car x e conv( ¥ (X)) =>;.€_ﬁ ) conv[Wxi[Qj],ce gui contredit les propriétés
XeFl

de la correspondance Y ; bour i tel que X € F.
X

On déduit alors du corollaire 1 de la proposition 5 1'existence

de x tel que « ¥(x) = _n ¥ i[;J =¢.
' xeFl. X

Puisque x € F implique P (X) c ¥ ;(x), il en résultey (X) = ¢,
X

contrairement & 1'hypothese faite sUr~P.
C.Q.F.D.

A
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Corollaire 3 {Kakutani-Fan)

Soit E un espace localement convexe séparé et X un sous-ensemble
convexe compact de E. Pour toute correspondance ¥ @ X* X, semi-

continue supérieurement et & valeurs convexes fermées, ou il

existe x € ¥ (x), ou il existe X tel que¥(x) =¢.

Démonstration.

Il suffit de vérifier que si pour tout x de X, x € P(x),

est alors localement Ky-Fan majorée.

Supposons, en effet, que pour tout x de X, x £Y(x), et scoit
X dans X tel que ¥(x) # ¢. Puisque E est localement convexe et puisque
¥ (x) est fermé, il existe U; , Voisinage ouvert (dans X),de x et VX voisinage

convexe de 0 tels gue :
' € " => ’ é 0 .
X Ux X Y (x) + Vx

D'autre part, puisque ¥ est semi-continue supérieurement sur X,

il existe U;,voisinage ouvert de x, tel que

X' € U; = P U(x') © Y(x) + Vx

Pour chaque x de X tel quey (x) # ¢, la correspondance
est ainsi majorée, dans le voisinage [U; n U;] de x, par la correspondance
Wx : X > X définie par Wx[x) = P(x) + Vx' correspondance qui satisfait

aux hypotheses (1) et (2) de la définition 2.

On déduit alors du corollaire 2 1l'’existence de ; dans X

tel que\f[;] =¢.
' C.Q.F.D.

e



-25-

IV. LE THEOREME DE NON SEPARATION ET SES CONSEQUENCES

Avant d'établir des théorémes de point fixe plus forts que le
théoreme de Kakutani-Fan, revenons sur la définition de la continuité pour

une correspandance.

Soient E et 'F deux espaces topologigues et Y’ une correspon-

dance définie sur E et & valeurs dans F .

Rappelons qu’on dit que ¥ est semi-continue supériewrement
(en abrégeé 5.c.5.) au point x° de E si pour tout ouvert V dans F

contenant %(ko), il existe un voisinage de x%, U 617[X0] tel que :
xe U = Y¥(x) cV

Y est dite 4.c.4. swr E si ¥ est s.c.s. en tout point de E.

On dit également que ¥ est {ermée sur E si son graphe

GY ={{x, y) e ExF /y ey(x)} est un sous-ensemble fermé& de E x F.

Les propriétés de la semi-continuité supérieure des correspon-
dances sont classiques et établies dans Berge (1858). Essentiellement, si
Y est a valeurs fermées dans un sous-ensemble compact .Y de F, les
propriétés pour ¥ d'étre s.c.s. et fermée sont équivalentes. Si ¥ est
s.c.5. et & valeurs compactes, et si X est un sous-ensemble compact de

E, ¥ (X) est un sous-ensemble compact de F.

Lorsque F est un espace vectoriel topologique séparé, on peut
introduire les deux définitions suivantes dont la premiére est due &

Ky Fan (1988) et la deuxiéme & Cornet (1975).

Définition 2.

On dit que ¥ est demi{-continue supérniewrement (d.c.s.) au
point x° de E si pour tout demi-espace ouvert W de F contenant

F(x%), il existe un voisinage U ¢ VU (x°) tel que : xeU =>F(x) c W.
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Autrement dit, ¥ est demi-continue supérieurement au point x
si pour toute forme linéaire continue p sur F et pour tout nombre
réel o tel que ply) <a Vye W(XD], il éxiste un voisinage
UeVUx°) tel que x e U= ply) <a VY y e ¥(x) (ou encore si pour
toute forme linéaire continue p sur F et pour tout nombre réel B8 tel
gue p(ya >B Y ye ¢v(x®), il existe un voisinage U eU(x%) tel gue
x e U= ply) >B Vye P(x)).

Définition 3.

On dit que ¥ est hémi-continue supiriewrement (h.c.s.) au point

xo de E si pour toute forme linéaire continue p sur F et pour tout nombre
réel o tels que sup . ply) < o (resp. pour tout nombre réel B tel
yef(x")
que infO ply) > B) il existe U e ¥ (x°) tel que : x ¢ U =
yef(x)

sup ply) < a (resp. inf ply) > B).
ye¥(x) ye¥r(x)

Autrement dit ¥ est hémi-continue supérieurement au point x°
de E si et seulement si pour toute forme linéaire continue p sur F
la fonction réelle x + o (x) = sup ply) est semi-continue supérieu-
yef(x)

rement au point x°  (ou encore si la fonction réelle x > 1_(x) = inf ply)
vef(x)

‘ . . PO . o}
est semi-continue inférieurement au point x ).

N

On notera que si deux correspondances définies sur E et &
. o . o
valeurs dans F sont h.c.s. au point x~, il en est de méme de la corres-

pondance A ¥ + p ¥, pour X et u réels. On a, en effet

sup ply) = sup Aplyl+ sup wuply)
ve{A¥+u¥) (x) - yey(x) ye¥(x)
et la semi-continuité supérieure de la fonction x - sup ply)

ye (Af+u¥) (x)

résulte de la semi-continuité supérieure des fonctions

x> sup A ply) et x> sup wu ply).
vef(x} ve¥(x)
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Bien entendu, ¥ est dite demi-continue supérieuwrement (resp.
hemi-continue supériewrement) sur E si ¥ est demi-continue supérieure-

ment (resp. hémi-continue supérieurement) en tout point x de E .

I1 ressort de 1'énoncé méme des définitions que la semi-continuité
supérieure implique la demi-continuité supérieure et que la demi-continuité

supérieure implique 1’hémi-~continuité supérieure.

Si ¥ est & valeurs compactes, les deux notions de demi-continuité

et d'hémi-continuité coincident.

Enfin si F est localement convexe et si ¥ est h.c.s. & valeurs

convexes fermées dans un sous-ensemble compact fixe de F, ¥ est s.c.s.

La proposition que nous allons établir est une variante d'un
théoreme de Ky Fan (1972) qui 1'établit pour des correspondances demi-
continues. Nous allons démontrer le méme résultat pour des correspondances
hémi-continues au prix d'un renforcement des hypothéses faites sur les

images de ces correspondances.

Rappelons auparavant que deux ensembles A et B d'un espace
vectoriel topologique E sont dits 48pards par un hyperplan fermé s'il
existe une forme linéaire continue p sur E et un nombre réel o tels
que :

plx) < «a YV x e A et ply) 2 o ¥YyeB

A et B sont dits stnictement séparés par un hypernplan fesmé
s'il existe une forme linéaire continue p sur E et un nombre réel a

tels que :

p(x) < a Y x € A et ply) > o VyeB

Proposition 6. (Théoréme de non-séparation)

Soient X un sous-ensemble non vide convexe compact d’'un espace
vectoriel topologique séparé E et ¥ et ¥ deux correspondances
h.c.s. définies sur X dont 1l'une est & valeurs non vides dans E
et 1'autre & valeurs non vides compactes dans E et gqui vérifient
en outre la condition suivante

" pour toute forme linéaire continue p sur E et pour tout x de
AlX, p) = {x € X / p(x) = ma§ ply)} il existe u e ¥ (x)

VE,
et v e ¥ (x) tels que plu) < plv).
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Alors il existe x e€ X tel que P(x) et ¥ (X) ne puissent

pas &tre séparés strictement par un hyperplan fermé.

Démonstration.

1)

Supposons la conclusion fausse.

Puisque 1'une des deux correspondances est & valeurs compactes,
quel gue soit x e X 1l existe une forme linéaire continue p sur E

telle que sup ply) < inf ply).
ye¥(x] vePix)

Pour toute forme linéaire continue p , posons

V(p) = {z e X/ sup ply) < inf ply)}.
ye¥(z) yef(z)

I1 résulte de ce qui précéde et de 1'hémi-continuité supérieure
de ¢ et de Y que les V(p) forment un recouvrement ouvert de X dont
on peut extraire, puisque X est compact, un recouvrement fini : V[p1],

V[p2], cees V[pr]. Soit (a™) une partition continue de 1'unité

i=1,...,0

faiblement subordonnée au recouvrement [V[le)i=1 .

Dé%inissons une correspondance § : X - X par :
T .

E(x) ={y € X/ T a (x) pi[y - x) > 0}
i=1

£ est a véleurs convexes et il résulte de la continuité des al

S _ r . .

et des pl'quey»pour tout y de'Y, & 1(y) = {xeX/ ¢ al(x]pl[y -x) > 0}
i=1

est ouvert dans X. Par construction, £ n'admet pas de point fixe. Il

résulte alors du corollaire 1 de la proposition 5 gu’il existe x e X

tel que E&(x) = ¢, c'est-a-dire tel que

r . .
T oat(x) plty -%X) <0, Vye X
i=1 o
— A i — —_
Sion pose p = I a (x) p, on en déduit : x e A(X, p).
i=1

Soient alors, conformément & 1'hypothése faite dans 1'énoncé de

la proposition 6, u e¥P(x) et v e ¥(x) tels que : plu) < plv).

o/
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JX 20> X e V[pi] = sup pi(y) < inf_ pi(y)
ye¥{x) ye(x)

d'ol 1'on déduit : Plv) < sup ply) < inf ply) < plu)
ve¥(x) ye¥(x)

On aboutit ainsi & une contradietion.

C.Q.F.D.

Puisque dans un espace localement convexe, un ensemble convexe
fermé non vide et un ensemble convexe compact non vide, s'ils sont disjoints,
peuvent toujours étre strictement séparés par un hyperplan fermé, on dé-

duit immédiatement de la proposition 6 la proposition suivante.

Proposition 7.

Soient X un sous-ensemble non vide, convexe, compact d’un
espace localement convexe séparé E et ¥ et ¥ deux correspon-
dances : X =+ E, h.c.s., dont 1'une est & valeurs non vides
convexes fermées et 1'autre & valeurs non vides, convexes, com-

pactes et qui vérifient en outre la condition suivante

Pour toute forme linéaire continue p sur E et pour tout x

de A(X, p) = {x € X/ p(x) = max ply)} il existe u e ¥(x) et
yeX

VeV (x) tels que : plu) < plv).

Alors il existe X € X tel que P(x)n ¥(X) # ¢ .

Les différents corollaires de la proposition 7 seront obtenus

en particularisant 1'une des correspondances ¥ ou V¥

Si 1'on identifie ¥ ou ¥ & 1l'application identique de X , on
obtient une variante h.c.s. d’un théoréme de Ky Fan (1972) dont le théo-

reme de Kakutani-Fan est un cas particulier.

Pour 1'énoncer, nous devons introduire deux définitions qui

explicitent poﬁr la deuxiéme correspondance la condition de la proposi-

tion 7 dans chacun des cas V¥ = IX’ ou ¥P= IX .
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Béfinition 4.

Si X est un sous-ensemble convexe'compact d’'un espace vectoriel
topologique séparé E, une correspondance ¥ : X > E, & valeurs non vides,
est dite {mward si, pour toute forme linéaire continue p sur E et pour
tout x‘ de A(X, p) é'{x e X / px) = mag p(yj}, il existe y € y(x)

tel que ply) < p(x]J. yeX

En particulier, si ¥ est & valeurs dans X, Y est inward.

Définition 5.

Si X est un sous-ensemble convexe compact d'un espace vectoriel
topologique séparé E, une correspondance ¥ : X > E a valeurs non vides
est dite outward si pour toute forme linéaire continue p sur E et pour
tout x de A(X, p) = {x e X 7 p(x) = max p(y)}, il existe y e ¥(x)

tel que ply) = b(x]. yeX

D'ol le corollaire :

Corollaire 1.

Soit X un sous-ensemble non vide, convexe, compact d'un espace
localement convexe séparé E. Toute correspondance P: X->Ea
valeurs non vides, convexes et fermées, h.c.s. et inward ou
outward, admet un point fixe, c'est-a-dire un point X € X tel

que xe P(X).

Le corollaire 1 contient le théoreme de Kakutani-Fan puisque une
correspondance ¥ : X > X s.c.s. et & valeurs non vides convexes fermées
est h.c.s. et inward. Il serait sans objet de chercher a remplacer dans
1'énoncé du théoré&me de Kakutani-Fan la semi-continuité supérieure de ¥
par 1'hémi-continuité supérieure de ¥ puisque ¥ h.c.s. et & valeurs

fermées dans le compact X serait alors s.c.s.

Si on identifie ¥ & la correspondance constante gqui a tout x
de X fait correspondre {0} ou a la correspondance constante qui a tout
x de X fait correspondre le cBne polaire P® dans E d'un cBne convexe
P contenu dans le dual topologique E' de E (E' est 1'ensemble des
formes linéaires continues sur EJ}, on obtient les deux corollaires

suivants :
e
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Corollaire 2. (Cornet)

Soit X un sous-ensemble non vide convexe compact d'un espace E
localement convexe séparé. Si une correspondance ¥ : X > E
h.c.s., a valeurs non vides, convexes fermées, vérifie la condition

suivante

pour toute forme linéaire continue p sur E et pour

tout x de A(X, p) = {x € X / p(x) = max p(y)} il existe
yeX

u eyp(x) tel que plu) <0,

alors il existe x € X tel que 0 e P(X).

Caorollaire 3.

Solent X un sous-ensemble non vide, convexe, compact d’un

espace E localement convexe séparé, E' 1'espace vectoriel des
formes linéaires continues sur E muni de la topologie faible
olE’, E) [1), P un cBne convexe fermé de sommet 0 dans E’' et
p° = {y e E/ ply) £0, V¥ peP} le cbne polaire dans E de P.
Si une correspondance ‘¥ : X - E, h.c.s. & valeurs non vides,

convexes et compactes vérifie la condition

Pour tout p de P et pour tout x de
A(X, p) = {x e X/ p(x) = max plyl}
yeX

" il existe u e ¥(x) tel que plu) < o,

alors il existe xeX tel que P(x) n P°=z¢.

Démonstration.

PO

est fermé dans E pour O(E, E') et donc fermé dans E et
la correspondance V¥ : X » E définie sur X par vy {(x) = P® est h.c.s.
a valeurs non vides,convexes, fermées. Soit d'autre part p ¢ E'. Si p ¢ P,

si x e A(X, p) et si ue¥Y(x) vérifie plu) <0, ona : plu) < p(0)

(1) o(E', E) @est la topologie la moins fine rendant continues toutes les
formes linéaires sur E’' = p » p(x) lorsque x parcourt E. C'est

une topolégie'looalement convexe, séparée (cf Bourbaki, Espaces vecto-
riels topologiques , chapitre II, paragraphe 6).

o/
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o

et O e ¥(x) =P . Si p ¢ P, puisque po°

=P, ona p ¢ PP et il
existe v' ¢ P° tel que p(v') > 0. Sofent alors x e A(X, p) et
p(u)

u e ¥(x). I1 suffit de prendre A = max (D,-ETVT]) et v =Av' pour

obtenir pu) < plv), u e¥yY(x) et v ev¥ (x) = P°,

v

La conclusion du corollaire se déduit alors de la conclusion de

la proposition 7.

C.Q.F.D.

On remarquera que le corollaire 2 renforce 1'énoncé que 1’on
obtiendrait en posant P = E' dans le corollaire 3 et que le corollaire 3
pourrait se déduire du corollaire 2 en appliguant le corollaire 2 a la

correspondance ' définie sur X par : ¥ (x) = ¥(x) - P,

Si E = Rl, E’ s'identifie avec E. Si d'autre part X est la

boule-unité B = {x ¢ R* /||x|| <1} et si p e E', A(X, p) ={T|—E"ﬂ} et

la condition de chacun des deux lemmes s'interprete comme un affaiblissement
de la lol de Walras pour une correspondance définie sur B et interprétée
comme une correspondance d'exces de demande. On obtient ainsi les deux
résultats suivants dans lesquels B désigne la boule-unité de Rz et S

la sphére de centre 0 et de rayon 1 : S = {x ¢ rY /||x“ =1}.

Corollaire 4.

Si & est une correspondance définie et hémi-continue supérieure-
L

ment sur B et a valeurs non vides, convexes, fermées dans R,
vérifiant la condition :

YpeS, 3zecrlp), p.z<0O

alors il existe p € B tel que 0 ez (p).

Corollaire 5.

Si P  est un cBne convexe fermé de sommet O de R@ et si
r est une correspondance définie et hémi-continue supérieure-
ment sur B N P et & valeurs non vides, convexes, compactes
‘dans RQ, vérifiant la condition

./
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¥peSnP, 3zezg (p), pz<O

alors il existe p € B tel que ¢ (p) n PO 2 ¢

Lorsque P est égal & 1l'orthant positif Rf de Rz le corol-
laire 5 n'est autre qu'une variante h.c.s. d'un énoncé généralement appels
lemme de Gale-Nikaldo-Debreu. Lorsque P est quelconque, le corollaire 5
ést une variante h.c.s. d’un résultat de Debreu (19586) ; domme C. Bidard
(1875), et bien que cette forme généralisée soit peu citée dans la littéra-
ture, nous pensons qu'il s'agit 14 du véritable énoncé du lemme de Gale-
NikaIdo-Debreu. On verra dans le chapitre II gue le corollaire 4 peut &tre
utilisé pour démontrer l'exisfence d'un équilibre transitif pour une éco-
nomie d’'échange sans hypothése de libre disposition,de la méme fagon que
le lemme de Gale-NikaIdo-Debreu est utilisé pour démontrer 1’existence

d’un équilibre transitif avec libre disposition.

Enfin si on identifie 1’'une des deux correspondances ¥ ou V¥
de la proposition 7 & la correspondance constante x - {y} o0 y est
un point de X, on obtient le corollaire 6 dont le corollaire 7 est un

cas particulier.

Corollaire 6.

‘Soient X un sous-ensemble non vide, convexe, compact d'un
espace localement convexe séparé E et ¥ une correspondance
définie h.c.s. sur X & valeurs non vides, convexes fermées

~dans E. Si ¥ est outwand ou si ¥ vérifie la condition

YpeE" etV xeAlX, p), 3 ue¥(x) tel que plu) £ min pl(z)
zeX

(on dit alors que ¥ est fortement Lwand (13

alors pour tout y de X il existe X e X tel que Yy e Fix).

Corollaire 7.

Soit. X un sous-ensemble non vide convexe compact d'un espace

localement convexe séparé E. Si ¥ est une correspondance de

(1) La définition est due & Cornet (13975).
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X dans X, s.c.s. et & valeurs non vides convexes fermées

vérifiant 1'une des deux conditions :

VpeE' et VxeAlX, pl, £ nAX p)#é (1)

VpeE' et ¥xeAlX, p), ¥(x) nAlX, -p)= ¢ (2)

alors X = ¥(X) = u ¥(x) (on dit alors que ¥ est surjective).
XeX

La premieére partie du corollaire 7 généralise un résultat de

Rogalski (1972) auquel elle est équivalente si E est de dimension finie ¢

Corollaire 8. (Rogalski)

Si X est un sous-ensemble non vide, convexe, compact d'un
espace localement convexe séparé E et si ¥ est une corres-
pondance de X dans X semi-continue supérieurement, & valeurs
non vides convexes fermées et vérifiant la condition v

Pour toute facette (2) fermée F de X et tout x

de F, ¥{x) nF # ¢ , alors ¥ est surjective.

On remarquera pour terminer avec Lasry-Robert (1974) que le
coroliaire 8 implique le lemme de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz & partir
duguel ont été démontrés tous les résultats de ce chapitre :

1

Soient, en effet, {a%, a', ..., ap},[p + 1) points affinement

indépendants de R2 et FO, F1, e, Fp,(p + 1) sous-ensembles fermés

1]

de R* vérifiant la condition

vJc{0,1, ..., p}, conv ({a'} ) cu F'
' ied ied
p .
Si n Fl o= ¢, faisons correspondre & tout x du simplexe P
i=0

de sommets a°, aq, «e., a” le sous-ensemble de I = {0, ..., p}

T(x) = {i/x ¢ Fi}.

(2) Pour 1la défini@ion des facettes d’un ensemble convexe, voir Bourbaki,
Espaces vectoriels topologiques, chapitre II, paragraphe 7, prop. 1.
En dimension finie, voir Rockafellar (1972), partie IV, section 18.

s
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FL, 1(x) # {0, 1, ..., p}.
]

I # ¢ et puisque, par hypotheése, Pc
i

I € T

Définissons la correspondance ¥ : P > P par :

f (x) = n conv f{aj}. .)
1eI(x) J*i

¥ est & valeurs non vides (si j ¢ I(x), al € ¥(x)), convexes,

fermées. Par ailleurs si x' e P \( u FY), I(x) c I(x’') et f(x')c¥P(x).
1eI(x)

Comme P\( v Fl) est un voisinage ouvert de x, ceci montre
' ieI(x)

gue ¥ est s.c.s. Enfin si F est une facette de P, si x e F et si
FX est la facette de P dont 1'intérieur relatif contient x, 11 existe

J tel que Fx = conv ({al}:.L J]. De la condition du lemme de Knaster-
€

Kuratowski-Mazurkiewicz, on déduit successivement

i

1 ,at e (F ) nF ) e (¥ n F).

Xxe u F 3 31ed, 1é¢T1I

ieJ (x)

I1 résulte alors du corollaire 8 que ¥ est surjective, ce qui

est absurde puisque les points de 1’intérieur relatif de P n'appartiennent

- a aucun ¥ (x).

V. THEOREMES OBTENUS PAR SELECTION.

Soit ¥ une correspondance : X > Y. Par 48fection de ¥ , on
désigne une fonction f telle que pour tout x de X, f(x) appartienne

a ¥ (x).

L'idée générale qui préside & la construction de ce paragraphe
est d’obtenir des théorémes de point fixe, d'élément maximal ou de surjec-
tivité pour ¥ en appliquant les théorémes des paragraphes précédents,
non plus directement & la correspondance ¥ , mais & une sélection continue
de ¥ ou & une correspondance construite a partir d'une sélection

continue de ‘¢ .

Pour préciser les conditions dans lesquelles une telle construction
est possible, nous utiliserons trois théorémes de sélection, diis & Michael,
de difficulté de démonstrétion croissante. L'idée du premier quasi-évidente,
se trouve dans Michael (1957). Le deuxiéme est démontré dans Michael (1956).
Le troisieme théoréme est enfin un cas particulier du théoréme 3.1." de

cet article. ./
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Rappelons auparavant qu'un espace topologique X est dit

paracompackt s'il est séparé et si pour tout recouvrement ouvert [Ul)ieI

de X il existe un receuvrement ouvert [VJ]jeJ de X, plus f4in
(W jed, 1ielI, VIcuU") et Localement §ini (tout point de X admet

un voisinage qui ne rencontre qu’un nombre fini des ouverts vy,

1)

Un espace paracompact posséde la propriété suivante ( (cf.
Bourbaki, Topologie générale, chapitre IX, paragraphe 4) gui généralise
la propriété gue nous avons énoncée dans le paragraphe II pour un espace

compact

Pour tout recouvrement ouvert [Ui] d’'un espace paracompact, il
existe une partition continue de £'unite [OtiJi€I /?LUL X, Xocalement
finie et faiblement subordonnée au recouviement (U'), c'est-a-dire une
famille (ai]iEI de fonctions numériques 2> 0, définies et continues
dans X, vérifiant

-Viel olx)=0 pour X ¢ ut

- V¥ x e X, 11 existe un voisinage VX de x et une partie

ginie H, de I telle que pour tout y de V, atly) =0 si 1i¢ H,,

et I ai(yJ = I ai[yJ = 1.

el ieH
X

Un espace métrisable est paracompact.

. Proposition 8.

51 X est paracompact, si Y est un espace vectoriel topolo-
gique et si ¥ : X~ Y est une correspondance & valeurs non

vides et convexes vérifiant

YyelV, P—1[yJ = {xe X/ yevd(x)} est un sous-ensemble
ouvert de X
s

(1) Dans la démonstration de cette propriété, on commence par démontrer
l'existence d'une partition continue de 1'unité ( %)jeJ faiblement

subordonnée & un recouvrement ouvert [V‘i).s‘J de X plus fin que
[Ui]ieI et 1oca}ement fini; puis on définitbé partir de (Bj]. 3
la partitiqn [allieI, de fagon que pour tout x de X, il o
existe un voisinage V  de x et une partie finie H de I telle

que : z ,ul(y] = g al[y), Yy Vo .
iel 1€, X
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Alors il existe une fonction F continue : X - Y telle que
¥ x € X, Ff(x) e ¥(x) (on dit qu'une telle fonction est une

ABlection continue de X).

" Démonstration.

Les ‘F-1[y] constituent, en effet, par hypothése, un recouvre-
ment ouvert de X. Si (ay]er est une partition continue de 1'unité sur
X, localement finie et faiblement subordonnée au recouvrement [frq[y]]yéy,

la fonction 'f : X > Y définie par f(x) = ¢ a¥ (x) y est, du fait de
veY

la convexité de chacun des ‘(x), une sélection continue de ¥ .

C.Q.F.D.
Lemme 1.

Si X est paracompact, si Y est un espace vectoriel topolo-
gigue et si ¥ : X=Y ~est une correspondance semi-continue
inférieurement sur X & valeurs non vides et convexes, alors
pour tout voisinage convexe V de l'origine dans Y il existe

une fonction continue F : XY telle que

¥V x e X, Ff(x)e ¥ix) + V.

Démonstration.

A tout y de Y, associons en effet

W= {xe X/ y € P(x) + V} = {x e X/ ¥Y(x) o ({y} - V) = ¢}.

De la semi-continuité inférieure de ‘¥, on déduit que les vy
sont ouverts dans X; puisgue tout ¥ (x) est non vide, les v cons-
tituent un recouvrement ouvert de X. Si (oY) -est une partition conti-

nue de 1l'unité sur X, 1localement finie et faiblement subordonnée au

recouvrement (Vy]yéY' la fonction f : X =+ Y définie par
fix) = ¢ ay(x] vy est continue et vérifie, du fait de la convexité de
yveY '

chacun des ensembles P (x) + V : ¥V x € X, f(x) e ¥(x) +V

C.Q.F.D.
e
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Le lemme 1 permet de démontrer.le théoréme de sélection suivant

Proposition S.

Si X est paracompact, si Y est un espace vectoriel topo-
logique localement convexe, métfisable et complet et si ¥: X->Y
est une correspondance semi-continue ingérieurement sur X, a
valeurs non vides, convexes et §ermées, alors il existe une

fonction confinue f : X > Y telle gue VYV x e X, f(x) e P(x).

Démonstration.’

Puisque Y est localement convexe et métrisable, il existe un

systéme fondamental dénombrable (V1]:=1 de voisinages convexes et symé-

triques de 0 dans Y, tels que yi+i C-% Vl, guel que soit 1 entier.

On va d'abord montrer, par récurrence sur n, qu'il est possible de cons-

truire une suite de fonctions continues fn : X> Y vérifiant les
relations
VxeX 100 e (M T +«2v™ vinso2 (1)
n n
¥V xeX fix)eP(x)+V Yon 21 (2)

L'existence de F1 résulte du lemme 1 précédent. Supposons

£1, #2, ..., " déja construites et soit P

dans Y définie par : Y7 (x) = P(x) n ({f"(x)} + V™).

la correspondance de X

Puisque 1 est une fonction continue, on peut montrer que

‘Pn+1 est une correspondance s.c.i. Il résulte d’autre part de la cons-

<

truction de ‘?n+1 et de 1'hypothése de récurrence que *>n+1 est a

valeurs convexes, non vides. Du lemme 1, on déduit 1l’'existence de fn+1
vérifiant
Y x € X, fn+1[x] € Yn+1[x) + Vn+1 , ce qui implique
Vxex, f7x € P+ v
et vxeX, 700 e ("o o+ 2 V°

La suife (+")  etant construite, on déduit de la relation 1 et
du fait que Y est complet que la suite (+M) converge uniformément vers
une fonction f : X -+ Y continue. Puisque ‘Y est & valeurs fermées et par
séparation d’un fermé et d'un compact dans un espace localement convexe,

on déduit des relations (2) que : V¥ x ¢ X, f(x)e ¥(x).
' C.Q.F.D.
/e
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Lemme 2.
. % 3
Si X est un sous-ensemble de R et ¥ : X R une cor-
respondance semi-continue inférieurement et & valeurs non vides,
convexes fermées, il existe une collection dénombrable F de
‘ sélections continues de ¥ telles que, pour tout x de X,
1'ensemble {f(X)}feF soit dense dans ¥ (x).
Démonstration.

On .remarquera pour commencer que R2 est localement convexe,
métrisable et complet et que X, gue 1'on peut munir de la distance in-
duite par la distance euclidienne sur RR, est un espace topologique

métrisable, et donc paracompact.

Spoient {yj}; ] est un sous-ensemble dénombrable dense de R>

k .o

et (V ]K=1 la suite des boules ouvertes de centre 0 et de rayon ;l~.

zk

Pour chaque couple (j, k), 1'ensemble ok e x e x s yj e wix) + V&3
est ocuvert par semi-continuité inférieure de ¥ et, comme tout ouvert de
1'espace métrisable X, réunion d'une famille dénombrable d’ensembles
fermés dans X, ce que l’cn peut écrire :
| TLEL U % P
i=1

Défiﬁissons les correspondances X - R2

rf’(xJ oi x ¢ pirdsK
(x) = |

P00 0 (y'T - V) ei x g FlrdsK

Pi,j,k

On peut vérifier facilement gue chacune des correspondances
i,j.k . . PPN N .
¥ »J est semi-continue inférieurement a valeurs non vides, convexes,
. . N . i,j.k
fermées. Soit, d'apreés la proposition 9, F »Js
de ‘Pi’j’K.

une sélection continue

D'une part, chacune des fonctions fl’J’k

i,3.k

est une sélection

continue de ¥ et la famille (f ) est évidemment dénombrable. D'autre

part, si x e X, si vy e P(x) et si Vk est la boule ouverte de

centre 0 et de rayon:—%f , 11 existe j tel que yJ €y + Vk+2 et il
2
existe 1 tel que x ¢ Fl’J’K+2.
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On en déduit

() e {31 + V2 ey VT ey« VR e R

K

~Fi,j,K+2

c {y} +V

ce gui montre gque 1'ensemble  {¥1’J’K(x]} est dense dans ¥ (x).

C.Q.F.D.

Proposition 10.

. L . 2
Si X est un sous-ensemble de R et si P : X>R est une
correspondance semi-continue inférieurement a valeurs non vides
. . . 2 .
et convexes, il existe une fonction f : X » R”, continue, telle

que V x € X, F(x) e ¢(x].

Démonstration.

: PP ' % .
A partir de ‘Y , on définit la correspondance V¥ : X » R” semi-
continue inférieurement, & valeurs non vides, convexes et fermées :

¥(x) = ¥(x).

D'aprés le lemme 2, il existe une famille v[gll:;1 de sélections

de ¥ telle que tout x de X, 1'ensemble '{gl[x]}:=1 soit dense dans

W(x];

On définit successivement

g?[x) - g1(x]
et - gl

iy = gloo

max (1,

et flx) = % —17 Fi(x)

i=1 21

On commencera par remarguer que la somme écrite a un sens et
que la fonction f est continue. Il reste & démontrer que : V x € X,
f(x) e f(x).

On sait déja, par convexité de ¥(x) , que FHix) e POx), Vi
A n .
entier et que la distance & ¢(x) des sommes partielles I 13 £ (x)
‘ i=1 2 Ce
tend vers 0. Puisque ¥(x) est fermé, il en résulte que f(x]) ¢ ¥(x).

oL
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Si f(x) appartient & 1'intérieur relatif de ¥(x), on en
déduira : f(x) € ¥Y(x). Supposons donc que ce.ne soit pas le cas. Il
existe une facette F de ¥(x), distincte de ¥(x), dont 1'intérieur

relatif contient f(x).

Pour les mémes raisons que plus haut, guel que soit 1 entier,

/I /l . : . . : »
— 5 — f0x) e f(x), de sorte gque le point f(x) ?;gfl(x] +.Z;%LFJ(X),
1 - — jei 29 21 j=i5J

71

s'il est distinct de Fl[x), est un point interne du segment fermé de

Y(x) dont fi[x) est 1'une des extrémités. Dans les deux cas, on en
déduit : fi(%] € F, ¥ i entier. Enfin, puisque par construction le
point fi(x], 8'il est distinct de g1[x), est un point interne d’un
segment fermé de P(x) dont gi[x) est une des extrémités, on en déduit
gi[x] € F, ¥ i entier. Comme F est contenu dans la frontiére relative
de ¥(x), ceci contredit 1'hypothése selon laquelle 1l'ensemble {gi(xj}:=

/l
est dense dans +¥(x).

C.Q.F.D.

On peut naturellement, comme le suggérent Hildenbrand et Kirman
(1)

[1578] dans leur annexe mathématique, démontrer par sélection le théoréme

de Kakutani & partir du théoréme de Brouwer. C'est d'ailleurs ce qui a été
fait dans la démonstration de la proposition 2 qui pour tout e > 0O associe
implicitement & une correspondance Y définie sur un sous-ensemble X
convexe et oomﬁact.de Rz et a8 valeurs non vides et convexes dans X, la

correspondance We : X > X définie par : We(x) = Conv ( u ¥(z)).
zeB, (x,e)nX

Chacune des correspondances WE est & valeurs non vides et convexes et
o s ps . - e e -1
vérifie, par construction, la condition de continuité : VY y € X,WE (y)

est un sous-ensemble ocuvert de X.

D’aprés la proposition 8, chacune des correspondances WE admet
une sélection continue et les fonctions fe construites dans la démonstra-
tion de la proposition 2 sont précisément des sélections continues des
correspondances We . La suite de la démonstration a consisté & utiliser
la fermeture de la correspondance ‘f et la convexité de ses ensembles
imagés pour montrer 1l'existence d'une suite de points fixes de ces sélec-

tions canvergeant vers un point fixe de ‘¢ .

(1) selon une idée empruntée & Cellina (1969)
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Nous utiliserons ici les propositions 8, 9 et 10 pour obtenir de

nouveaux résultats, a partir des corollaires 1, 3 et 7 de la proposition 7.

Comme dans. le paragraphe précédent, si X est sous-ensemble con-
vexe compact d'un espace localement convexe séparé E, E' désignera dans.
tout ce'qui suit 1'ensemble des formes linéaires continues sur E et pour

tout p de E', on notera A(X, p} 1'ensemble :

AX, p) = {x e X/ ply) <plx), Vye X}

Le premier résultat est un théoréme de point fixe.

Proposition 11.

Soit X un sous-ensemble convexe compact d'un espace locale-
ment convexe séparé E. Si ‘P est une correspondance X »> E &

valeurs non vides convexes, vérifiant 1'une des deux conditions :
YpeE',VxeAlX, p) , Yy e®lx), plyl < plx) (1)

VpeE ,V¥xeAlX,p),Vyeflx), ply) 2plx) (2)

et dans chacun des trois cas suivants

al Vye6E, Y_1[y) est un sous-ensemhle ouvert de X

bh) E est métrisable et complet et ¥ est s.c.i. & valeurs
ferunies

c) E = R2 et ¥ est s.c.i.

Y admet un point fixe, c'est-a-dire un point

X € X, tel que x e P(x).

Démonstration.

La démonstration de la proposition 11 est immédiate. Dans cha-
cun des trois cas a), h) ou c), la correspondance ‘¥ admet une sélection
continue f. Selon que ¥ vérifie la condition (1) ou la condition (2],

f est inward ou outward; dans les deux cas, en vertu du corollaire 1 de

la proposition 7, f admet .un point fixe x qui est point fixe de ¥

C.Q.F.D.

o
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Lorsque ¥ est une correspondance X - X (et donc vérifie la
condition (1)), le résultat obtenu dans le cas al) est plus faible que
celui de la proposition 5 dans 1'énoncé de laquelle l'espace E n'était
pas nécessairement localement convexe. En. revanche, dans le cas ¢), le
résultat obtenu, dU & Bergstrom (18975), précise dans Rz 1'énoncé du
Corollaire 1 de la proposition 5, et Comﬁe lui peut 8tre utilisé aussi
bien comme un théoréme d’existence d’élément maximal pour une correspon-
dance de préférence (stricte) sur un ensemble X, s.c.i. et vérifiant
une hypothése de convexité et d'irréflexité, que comme un théoreme de

point fixe.

Corcllaire 1. (Bergstrom)

. . )
Soit X un sous-ensemble non vide, convexe, compact de R

et Y une correspondance X » X semi-continue inférieurement.

Alors ou il existe x conv (W(X)), ou il existe X tel que

P(X) = .

Démonstration.

Si ¥ est & valeurs non vides, la correspondance V¥ : X > X
définie par V¥ (x) =conv (‘¥(x))est a valeurs convexes,non vides et on peut
vérifier facilement qu'élle est s.c.i. Elle vérifie d'autre part la
condition (1) de la proposition 11 et admet donc un point fixe

X e ¥(x) = conv (¥(x)).
C.Q.F.D.
Le corollaire 1 est lui-méme contenu dans le corollaire du
résultat suivant obtenu par sélection & partir du théoreme de Kakutani-

Fan, selon une idée de Gale et Mas-Colell (1875) qui, comme Berstrom (1875},

n'énoncent que lapartie c) de la proposition suivante

Proposition 12.

Si {Ell i=1,ve., m est une famille finie d'espaces locale-

. . : . i
ment convexes séparés et si, pour tout 1= 1,..., m X est

. i s 1
un sous-ensemble non vide, convexe, compact de E- et Y une

5 i i
correspondance a valeurs convexes de X = X, dans X,

=3

dans chacun des trois cas suivants
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a) Vi=1..., m, E- estmétrisable et V y> e X,

(?11f1(y1] est un sous-ensemhle ouvert de X.

B Vi=1,..., m, E' est métrisable et complet et
€¢" est s.c.i. & valeurs feimdes.

) Vi=1,..0,m, =g 6t ¥ est s.c.i.

alors il existe x € X tel que pour tout 1 =1,..., m on ait

?ile = ¢ ou §i € %i(;]

Démonstration:

Soit, pour tout i =1,..., m, ut = {x € X/ i) = ¢}

R S e i
si /U désigne la restriction de la correspondance ¥ au sous-ensemble

U', dans chacun des trois cas a), b), c) la t:olr'respondance““J:L/U:L admet
une sélection continue . Ut 5> x'. Par semi-continuité inférieure de
¥1, les ensembles U* = (P1)7 (EY) = {x e X /¥ (x) nE" = ¢} sont ou-
verts dans X, de sorte que les correspondances o X > ET définies

par :
TSI si x e U

. i
X s x g U
sont semi-continues supérieurement. Par construction, elles sont & valeurs

non vides, convexes et compactes.

Comme produit fini de correspondances semi-continues supérieure-
ment & valeurs convexes et compactes, la correspondance ¥ : X » X définie

par :

moog
Y(x) = T V¥ (x)
i=1

1)

. . P ( 5 .
est semi-continue supérieurement , & valeurs non vides convexes et

compactes.

(1) La semi-continuité supérieure d’un produit fini. de correspondances s.c.s.
a valeurs compactes est démontrée dans Berge (1958), Chapitre VI, Para-
graphe 2, Théoréeme 4°'. ’

e
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D'aprés le théoréme de Kakutani-Fan, ¥ admet un point fixe x

vérifiant la conclusion. de la proposition.
C.Q.F.D.

Corollaire 1.

si (EY) 1 = 1,.++, m est une famille finie d’espaces locale-

PR . . i
ment convexes métrisables et si pour tout i = 1,..., m, X
. i ol
est un sous-ensemble non vide, convexe, compact de E et ¥
m . .
i
une, correspondance de X = I X dans X', dans chacun des

J=1
deux cas suivants

al) vi=1,..., m, YV yi € Xi . (WiJ_1(y1] est un sous-ensemble
ocuvert de X.
BY Vi=1,.e0, m, B = RY et ¥ st s.c.i.

alors il existe x e¢ X tel que pour tout i =1,..., m, on ait

¢T3 = ¢ ou X1 e conviet(x))

Démonstration.

I1 suffit d'appliquer la proposition 12 aux correspondances Wi,
défiﬁies pour tout i = 1,..., m par Wi(x] = conv[Yi(x]] et qui vérifient‘
les conditions a) ou c) de la proposition 12 selon que les correspondances
Pi vérifient les conditions a) ou&b] du corollaire.

C.Q.F.D.

Corollaire 2. (Shafer-Sonnenschein)

. . i .
Si pour tout 1 =1,..., m, X est un sous-ensemble non vide,

convexe, compact de RQ et ¥ une correspondance définie sur
m . .

X = I XJ a valeurs dans X", dont le graphe est ouvert dans
=1

X X Xl, alors il existe x € X tel que pour tout i =1,..., m

on ait

1) = ¢ ou X e convif (X))

~ Ce corollaire est un cas particulier d'un théoréme que Shafer et
Sonnenschein obtiennent & partir du théoréme de Kakutani, sans aucun appel
au théoreme de sélection de Michagl. Il est intéressant d'en indiquer 1la

démonstration directe /
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Démonstration.

Soient, en effet, pour tout i = 1,..., m,

QPi='{[y, xi) e X x Xt/ xt € fl[y)} le graphe, ouvert, de la corres-

pondance 1 et F': x> x' 1a correspondance définie par :

Flay) = e Xt 7 docy, xiJ,C , Gy = dlly, ziJ;C L Gygds v zhexh
X x X , X x X

ot d{(y, xT), A) désigne la distance du point (y, x') a 1l'ensemble A

dans 1l'espace métrigque X x X*.

. . \ -
La fonction : z' > d((y, z'J, C i(:fi] est une fonction con-
X xX
tinue de X dans R, vérifiant

dity, 25, [; L Goq) > Ocm> (v.zh)e By <=> 27 e PHOy).
x X

Les correspondances 6T ¢ X > x* définies par Gl[y) = conv Fl(y],

Yy € X, sont fermées, valeurs non vides, convexes. Il en est de méme de

Gl

la correspondance G = de X dans X.

i

n =3 o

Soit alors, en application du théoreme de Kakutani, X un point

de G . On a pour tout 1 =1,..., m, Xt e conv Fr(x).

Si, alors, LX) = ¢ , soit 7zt e flf;]-

d((x, zi),Q( 5 G?i) > 0 de sorte gque d((x, xi], C i.G?i] > O,ineFi[;lv
xX X x X

On en déduit : x e (X), V x* € F*(X) et donc X « conv‘fl[ij.

C.Q.F.D.

La m8ime démonstration directe pourrait évidemment étre donnée

pour le corollaire suivant

Corollaire 3.

Si pour tout 1 =1,..., m, E" est un espace vectoriel topo-
logique localement convexe, métrisable, Xl un sous-ensemble

non vide, convexe, compact de ET et ‘?1 une correspondance de
m . . \ .
X = I xJ dans X' dont le graphe est ouvert dans X x Xl,
j=1
e
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alors il existe x tel gue, pour tout i =1,..., m, on ait

?i[ij =% ou x € conv,?i[;j.

Pour m = 1, le corollaire 3 est plus faible que le corollaire 1
de la proposition 5 qui impliquait, on 1’a vu, le théoreme de Kakutani-Fan.
On peut également déduire du corollaire 2 (pour m = 1) le théoréme de

Kakutani :

Corollaire 4. (Kakutani)

Si X est un sous-ensemble convexe compact de Rl et si ¥
est une correspondance de X, dans X s.c.s. & valeurs convexes,

fermées, alors il existe x € X tel que x ¢ Px).

Démonstration.

Supposons, én effet, QUe ¥ n'admette pas de point fixe. Pour
tout x de X, 1l existe Ux’ voisinage ouvert de x, et VX ouvert

convexe contenant Y (x) tel que
U nv #2¢ et xXelU =Px')cV
X X X X

Les (Ux] forment un recouvrement ouvert de X dont on peut

extraire, puisque X est compact un recouvrement fini (Ux ]i_1 m"
= lyuau,

i
Si (ai)i=1 ’ " est une partition continue de 1'unité subordonnée au
i, _
recouvrement (Uxi]i=1,---. m de X, les supports Fi = supple™) =

{xe X/ al[x) > 0} de chacune des fonctions al forment un recouvre-
m .

ment fermé de X ( U FX = X), vérifiant : Y i = 1,.u., m, FieU .
i=1 i

Soit alors V¥ la correspondance définie par :

Y(x) = n Vv .

xe F i
1

La correspondance vy vérifie les propriétés suivantes :

- v a un graphe ouvert. En effet, si (x, y) e G‘y et
si U = n CX Fl
X Fy
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X' eU= si x¢F ,x" fF = {i/xeF)cli/xe F1}
= Y(x) < ¥(x').
On adonc x' e U et z' e ¥(x) =>z' € ¥(x'). Comme V¥

est,par construction,a valeurs ouvertes, ceci montre que V¥

a un graphe ouvert.
- ¥ est a valewrs non vides, car ¥(x) < ¥(x), ef convexes.

- ¥ n'admet pas de point g{xe car pour tout x de X,
x € Fy = x¢ in;=>-x ¢ P(x)

Elle contredit donc 1'énoncé (pour m = 1) du corollaire 2

C.Q.F.D.

L'obtention par sélection de variantes du corollaire 3 de la

proposition 7 est tout aussi immédiate.

Proposition 13.

Socient X un sous-ensemble non vide, convexe, compact d'un
espace localement convexe séparé E, P un cbne convexe de
sommet Q@ dans E', fermé pour la topologie faible o(E’, E),
et P° 1le céne polaire dans E de P. Si ‘Y est une corres-

pondance X - E, & valeurs non vides et convexes, vérifiant :

VpeP,V¥xeAlX pl, Vuetx) plu <0

et dans chacun des trois cas suivants :

al] Yy eE, ?—1(y] est ocuvert dans X.

b) E est métrisable et complet et ¥ s.c.i. & valeurs 5enméeA,
c) E = Rl et “¥s.c.i.

il existe x € X tel que ¥(X) n PO 2 ¢ .

Dans le cas c) et si X est la boule-unité B de R% on

obtient une variante s.c.i. d'un énoncé généralisé du lemme de Gale-Nikaido-

Debreu.




Corollaires

Si
.

. ' L s f oy
valeurs non vides et convexes dans R, vérifiant la condition
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P est un c@ne convexe fermé de sommet O dans R

est une correspondance définie et s.c.i..sur

YVpeSnP, Vzecrglp), p.z<s0

alors il existe p ¢ B tel que z(p) n P° = ¢ .

Enfin 1'application des théorémes de sélection au corollaire 7

de ,la proposition 7 fournit la proposition suivante dont le cas

b]

L

BnP

est dil & Cornet (1975) et la partie (1) du cas c) a

Rogalski (1872)

Proposition 14.

Soit X

et si

a

un sous-ensemhle non vide convexe compact d'un espace

localement convexe séparé E. Si ¢t est une correspondance

de

des

X dans X, a valeurs non vides et convexes, veérifiant 1'une

conditions
YpeE'", VxeAlX, p)] , P(x) ¢ AlX, p)

YVpekBE , VxeAlX, p) , P(x) ¢ A(X, -p)

et dans chacun des trois cas suivants :

al YuecE, f_qty] est ouvert dans X.

b) E est métrisable et complet et ¥ s.c.i. & valeurs fermées.
c) E = RQ et ‘¥ est s.c.i.
X= Y(X)= u ¥(x).

XeX

(1)

(2)
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L'EQUILIBRE TRANSITIF
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I. INTRODUCTION

TZoSE==S=sNss

Précisons tout d’abord le sens des mots qui forment le titre

de ce chapitre.

Par, équilibre, nous entendons 1'équilibre d’une économie finie
de propriété privée, telle que la définition en a été rappelée dans 1'in-
troduction générale. En fait, pour simplifier la présentation de théo-
remes dont 1'’énoncé et la démonstration, au niveau gue nous avons adopté
de généralité dans les hypothéses, ont déja une suffisante complexité,
nous nous référerons a un cas particulier de 1'économie finie de proprieté
privée : 1'économie finie d'échange pur. Dans ce modéle, qui comporte un
nombre fini de biens, un nombre fini de consommateurs, qui possedent les
ressources initiales, consomment les biens rendus disponibles sur le
marché, au mieux de leurs préférences, dans les limites définies par leur
ensemble de consommation et leur contrainte budgétaire, 1'offre des res-
sources initiales permettant seule de satisfaire la demande des consom-
mateurs. L'équilibre y est défini comme un ensemble de prix et de quan-
tités consommées qui assurent & la fois 1'effectivité des comportements
d’optimisation de chacun des consommateurs, 1'égalisation de 1'offre et
de la demande de chacun des biens et la dépense intégrale des revenus
issus de la vente des ressources initiales.

Le mot transitif renvoie lui & 1'hypothése qui sera constam-
ment faite tout au long de ce chapitre : £Les préférences de chacun des
consommateuns gorment unprlondre Lotal surn son ensemble de consommation.
Cette hypothese impligque pour chacun des caonsommateurs la capacité de se
determiner par rapport a tout couple de points de son ensemble de con-
sommation (totalité de la relation de préférence) et suppose une cochérence
forté1etransitivité de la relation de préférence) de 1'ensemble de leurs
choix. Elle interdit par ailleurs aux préférences des consommateurs de
dépendre de tout indicateur autre que leurs propres conscmmations.

(1) gui n'est, par exemple, pas réalisée dans le cas de choix & critéres

multiples.
Totalité et transitivité des préférences sont traditionnellement asso-

ciées & 1'idée de "rationalité” des choix des consommateurs.
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En matiere d'existence de 1'équilibre transitif d'une économie
finie de propriété privée, les résultats initiaux et fondamentaux ont été
acquis entre 1954 et 1962. L’articled’'Arrow-Debreu (1954) introduisait
pour l'existence de 1'équilibre un ensemble d'hypothéses sur les ensembles
de consommation (convexité, fermeture et limitation infériéure), les pré-
férences des consommateurs (continuité, cénvexité, non saturation), les
ensembles de production (convexité, fermeture, possibilité d’une produc-
tion nulle pour chague producteur) et 1l'ensemble de production total
(impossibilité de produire sans inputs et irréversibilité de la production
totalel), qui, & 1’exception évidemment de la totalité et de la transiti-
vité des préférences qui définissent 1'équilibre transitif et dont 1'aban-
don fera 1'objet du chapitre IIT, n'ont pas été - on le verra - substan-
tiellement affaiblies par la suite et gue 1'on retrouve avec des variantes
dans les articles immédiatement subséquents. En revanche, 1l'article
d'Arrow-Debreu comportait deux hypothéses supplémentaires qui sont restées

au centre des discussions ultérieures.

La premiére, dite hypothese de Libre-disposition, introduit la
possibilité, pour la demande totale - d'équilibre, de ne pas épuiser 1'of-
fre totale d’'équilibre, sous réserve que le prix des biensen excédent soit
nul; elle correspond & la préoccupation relativement ancienne dans la théo-
rie néo-classique, d'expliquer par les caractéristiques et le fonctionne-
ment dﬁ marché, l'existence de biens libres. Cette hypothé&se ne devait
cependant pas tarder & apparaitre comme liée au théoréme de point fixe
utilisé pour la démonstration de 1'existence de 1'équilibre. En effet, si
la démonstration deArrow-Debreu (1954) reposait sur un théoréme d'équilibre
pour une économie abstraite, obtenu en 1952 par Debreu, dans la foulée et
comme généralisation du théoréme de Nash établissant 1'existence d'un
point d'équilibre pour un jeu non-coopératif & n-personnes, trés rapide-
ment Debreu, Gale et Nikaido ont établi indépendamment et presque simul-
tanément, le lemme qui porte leur nom et dont Kuhn (1856) a donné & la mé-
me époque une démonstration concurrente, tant de celle de Gale (1955) que
de celles voisines de Debreu((13956) et (1359))et de Nikaido (1956). La
transparence de la signification économique de ce lemme qui, appliqué a
la correspondance de demande excédentaire, démontre sa négativité possi-
ble sous réserve de 1'identité de Walras et de conditions de continuité
et de convexité, en fait 1'outil privilégié pour démontrer 1'existence
d'un équilibre sous 1'hypothése de libre disposition (Gale (1955) et

Debreu (1958})) ou, en san absence, si comme chez Nikaido (1956) la mona-

/e
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tonie des préférences des consommateurs (par rapport & 1'ordre dans 1l'es-
pace des biens, . produit des ordres naturels sur R) garantit que la de-
mande excédentaire d’équilibre, négative ou nulle en vertu du lemme de
Gale-Nikaldo-Debreu, est en fait nulle. La généralisation du lemme, conte-
nue dans 1l'article de Debreu (1956), permet de lever a la fois les deux
hypoth8ses, que 1'on pouvait croire alternatives, de libre-disposition
des excédents et de monotonie des préférences des consommateurs. C'est ce
qui est fait par Debreu dans son article de IS62 ol il n'est fait mention
d'aucune hypothése de monotonie des préférences et ol la possibilité de
disposition des biens en excédent apparailt comme une Caréctéristique
éventuelle des ensembles de production et non comme une hypothése néces-

saire & la démonstration de 1l'existence de 1'équilibre.

La raison d'étre de la deuxigme hypothése, dite hypothése forte
de survivance des consommateurs, est plus technique. Pour garantir la
semi-continuité inférieure des correspondances budgétaires qui, pour cha-
que consommateur, font correspondre & tout couple prix-revenu 1l'ensemble de
ses consommations budgétairement possibles, semi-continuité nécessaire a
1'application du lemme d’'existence de 1'éguilibre d'une économie astraite,
ou encore pour assurer la fermeture de la correspondance de demande excé-

~

dentaire, fermeture nécessaire a l'application du lemme de Gale-Nikaido-
Debreu, on est amené & supposer que le point représentant les ressources
initiales de chaque consommateur est intérieur & son ensemble de consom-
mation; ce qui signifie, en cas de libre-disposition des excédents, que
le consommateur pourrait "survivre” sans participer & 1'échange, en con-
sommant strietement moins de chague bien qu'il n'en posséde initialement.
L'artifice technique gui permet d'affaiblir une hypothése, que Arrow et
Debreu (1854) relaxaient déja partiellement dans la deuxiéme partie de
leur article, consiste & appliquer le lemme de Gale-Nikaido-Debreu a
des correspondances fermées, obtenues par une modification adéguate des
correspondances de demande, & démontrer ainsi 1l'existence de ce que 1'on
définit 8tre un quasi-Zquilibre, puis & formuler des conditions sous les-
guelles ce quasi-équilibre est en fait un équilibre. En affaiblissant
1'hypothése forte de survivance, on est alors conduit & une hypothése

d' Oductibiite de £'économie dont 1'idée est due & Gale et a été re-
prise par Mc. Kenzie (1959) et Debreu (1962). Ici encore, l'article de
Debreu (1862), en dépit de la complication excessive des démonstrations,
aboutit & une généralité des énoncés gui n'a été gue marginalement

dépassée depuis. /
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Pour expliquer le propos du chapitre II, il reste a apprécier
les contributions récentes de Hart et Kuhn (1975) et Bergstrom (1976) sur
1'existence de 1'équilibre en 1'absence de 1'hypothése de libre-disposi-
tion. Les premiers font reposer leur démonstration sur un théoréme sur les
points fixes et antipodaux gui fait intervenir plus de topologie algébri-
gue gue nous n'avons voulu en inclure dans le chapitre I. Démontrant en-
suite l'existence de 1'équilibre sous des hypothéses plus restrictives
et, en particulier, sous 1'hypothése forte de survivance des consommateurs,
ils produisent une démonstration qui n'est plus simple et intuitive que celle
de Debreu en 1862 que parce que la cause des difficultés de celle-ci réside,
pour partie seulement, dans le choix du théoréme de point fixe et, pour partie
également, dans la complexité exéessive des raisonnements qui permettent
un affaiblissement des hypothéses que Hart et Kuhn ne cherchent pas a
obtenir. La deuxiéme utilise implicitement (et donc démontre), pour éta-
blir 1'existence de 1'équilibre sans libre-disposition dans une économie
d’'échange pur, un cas particulier de 1'énoncé généralisé que nous présen-
terons, du lemme de Gale-Nikaldo-Debreu. En revanche, il donne du quasi-
équilibre une définition qui permet & la fois une simplification de 1la
démonstration d'existence du quasi-équilibre et un meilleur repérage des
conditions qui, ajoutées aux conditions d'existence d'un guasi-équilibre,
permettent le passage de 1l'existence du quasi-équilibre & 1'existence de

1'éguilibre.

Les indications bibliographiques qui précédent ont pour but de

situer le programme du chapitre.

Parce que les démonstrations d’existence de 1'équilibre reposent
essentiellement sur les propriétés des préférences des consommateurs et
que 1a seulement résident les différences entre équilibre transitif et
intransitif, le cadre de la démonstration sera celui d’'une économie d'échan-
ge pur comprenant % biens et m consommateurs. Les pré4érences de chacun
des consommateuns sont Supposées former un préondre total sur son ensemble
de consommation. Cette hypothése, qui définit 1'équilibre transitif, ne
sera plus mentionnée. L'introduction d'activités de disposition par 1'in-
termédiaire de la définition d'un ensemble de production total Y, réduit
& un cobne convexé fermé, de sommet O et contenu dans d'orthant négatif
(- R% s permet de traiter simultanément les cas de disposition totale
(Y =‘R% ), partielle ou nulle (Y = {0}). Les autres hypothéses sont les

hypothéses les plus faibles actuellement utilisées.
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Le théoréeme de point fixe employé est une variante de 1'énoncé
généralisé du lemme de Gale-Nikaldo-Debreu. On en donne, dans le paragra-
phe II une démonstration élementaire, reposant sur le concept de parti-
tion de 1'unité, qui, outre gu'elle n'existe pas dans la littérature, a
1'avantage de permettre une lecture du chapitre II indépendante de celle

du chapitre I et d'accés mathématique plué aisé.

La démonstration de 1'existence d'un quasi-équilibre est effec-
tuée dans le paragraphe III. Pour les raisaons expiicitées plus haut, on
a préféré suivre Bergstrom plutdt que Debreu dans la définitien du gquasi-
équilibre et dans la définition corrélative des correspaondances semi-
continues supérieurement sur 1'intersection de la boule-unité et de 1'en-
semble polaire YO, auxquelles est appliqué le théoreme de point fixe et
qui s'identifient aux correspondances de demande pour certains systémes
de prix et soeus certaines conditions de continuité des préférences des

consommateurs.

Le passage, dans le paragraphe IV, de 1l'existence d'un quasi-
équilibre & l'existence d’'un équilibre repose sur 1'introduction d'une
condition supplémentaire de continuité des préférences des consommateurs
et, en 1'absence de 1'hypothése forte de survivance des consommateurs,
sur une hypothése d’'irréductibilité de 1'économie dont on a essayé de

donnér une formulation unifiant celles que 1'on trouve dans la littérature.

On notera pour terminer gque 1la technique de démonstra-

tion utilisée dans 1le chapitre II ne serait transposable a

1'équilibre non transitif gqu'au prix d'un renforcement des
hypothéses de convexité des préférences (1 suceptible d'assurer la con-
vexité des ensembles-images pour les correspondances auxquelles est ap-
pliqué 1'énoncé généralisé du lemme de Gale—Nikaido—Debreg alors que
1'intérét du chapitre III sera de montrer que d'autres techniques et un
autre théoreme de point fixe permettent de démontrer 1'existence de

1'équilibre non transitif sous les mémes hypothéses dans lesquelles est

obtenue dici l'existence de 1'équilibre transitif.

(1) Comme, par exemple, dans Bergstrom (1376)
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IT. UNE DEMONSTRATION DIRECTE D'UN ENONCE GENERALISE DU LEMME DE GALE-
NIKAIDO-DEBREU

Le lemme de point fixe qui sera utilisé pour démontrer 1l'exis-
tence de 1'équilibre transitif est le corollaire 5 de la proposition 7 du
chapitre I. Dans le chapitre I, ce lemme épparaissait, au-méme titre que
les théoremes de point fixe et de surjectivité, comme une conséquence

d'une variante h.c.s du théoréme de non-séparation de Fan.

Pour permettre une lecture autonome du chapitre II, nous donne-
rons ici de ce résultat une démonstration directe et élémentaire, & par-
tir du théoréme de Brouwer, reposant sur la possibilité d'associer & tout
recouvrement ouvert fini d'un sous-ensemble compact de Rz une partitian
continue de 1'unité faiblement subordonnée a ce recouvrement. L'intérét
d'une telle démonstration est de fournir une démonstration indirecte et

également élémentaire du théoréme de Kakutani.
Rappelons tout d’abord la notion de continuité (déja introduite
dans le chapitre I) que nous allons utiliser pour les correspondances

définies sur un sous-ensemble A de Rl et &8 valeurs dans Rg.

Définition 1.

La correspondance 4 : A - RY est dite hémi-continue duperdieu-
nement au point x° de A si.pour tout point p de Rz, la fonction réelle

. . P . o]
X > sup p.y est semi-continue supérieurement au point x .

y € %?(x)

On peut voir immédiatement que la semi-continuité supérieure
(s.c.s.) de ¥ en x, telle qu'elle est habituellement définie [1], impli-
que 1'hémi-continuité supérieure (h.c.s.) deﬂf en x°. Si ¢ est & valeurs
convexes, fermées dans un compact fixe de R”, 1'hémi-continuité supérieure
de‘?en tout point de A colncide avec la semi-continuité supérieure de V¥ .
Cela peut ne pas &tre vrai si % ne prend pas ses valeurs -dans un sous-

ensemble compact»Fixe de RQ.

(1) La définition en a étérappelée au début du paragraphe IV du chapitre I
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La forme la plus appropriée aux applications en théorie de
1'équilibre général de 1'énoncé généralisé du lemme de Gale-Nikaido-Debreu

nous parait étre la suivante
Lemme 1.

Soient P un cdne convexe fermé, B la boule fermée de centre O
et de rayon 1, S la sphere de méme centre et de méme rayon et
¢ une correspondance définie et hémi-continue supérieurement

N . '3
sur B n P et & valeurs non vides, convexes, compactes dans R,

Si ¢ vérifie la condition

IA
]

YpeSnP, dzecz (p) , p.z

alors il existe p € B n P tel que ¢ (p) n po 2 ¢ ot

po = {z € Rl/z.s. <0, ¥s e P} est le cbne polaire de P.

Démonstration.

Si l'assertion du lemme est fausse, quel que soit peBnP,
le cdne convexe fermé P° et 1'ensemble non vide, convexe, compact ¢ (p)
peuvent toujours &tre séparés par un hyperplan; quel que soit p dans

B nP, il existe g €Betoaréeltels que supO g.z £ a < inf g.z et on
zeP zet(p)

P. Il résulte d’autre

peut voir facilement que o 2 0 et que g € po°

part de 1'hémi-continuité supérieure de ¢ que les ensembles

V (g) ={peBnP/inf q.z > 0} sont ouverts dans B n P.
zeg(p)

Les V(g) forment ainsi un recouvrement ouvert de B n P dont on
peut extraire puisque B n P est compact, un recouvrement fini V(ql),
Vig2), ..., V(qn). Soit al, @2, ..., a" une partition continue de 1'unité
faiblement subordonnée & ce recouvrement, c'est-a-dire une famille de

. - . n PPN
n fonctions numériques continues, = 0, ol, a?, ..., o vérifiant

. . n .
al[p) = 0sip¢ V(ql) et z al(p] =1



_59_
On définit f : BnP>BnP et g:BnP->SnP par:

flpl) =
1 | £p) ||

™3

i
Quel gue.soit p e B n P, f{(p) 2 O puisque si z € ¢(p)

al(D] 20 = pe V[ql] = ql.z > 0,

ce qui implique : f(pl.z > 0.

~

g est ainsi une fonction définie et continue sur B n P, &

valeurs dans (S n P) ¢ (B n P). On peut lui appliquer le théoréme de

Brouwer

1peBnP, pP=glp)eSnP. Ondune part,a(p) # 0 = 1”*_ qt.z > 0,
zeg(p)

ce qui implique : inf p.z > O.

zez(p)

Puisque E € S n P, il résulte,d'autre part,de 1l'hypothése faite
sur ¢ dans 1'énoncé du lemme qu'il existe z e z(p) tel que p.z < 0.

On aboutit ainsi & une contradiction.

C.Q.F.D.

Le lemme 1 est une variante de 1'énoncé de Debreu (1958) et a
sur celui-ci 1'avantage de ne pas exclure de son champ de validité 1le
cas ol le cbne convexe fermé P est une variété linéaire (ou méme 1’espace

R2 tout entier).
I1 suffit de supposer successivement que P est 1'orthant posi-

tif R%, puis que P est 1l'espace entier, pour obtenir les deux corcllaires

suivants

Corollaire 1. (Gale-Nikaido-Debreu).

Si r est une correspondance définie et hémi-continue supé-

. 2] A
rieurement sur B n R, et & valeurs non vides, convexes, com-

pactes dans RZ, vérifiant la condition

¥pesSn Rf‘, iz ; tlp) , p.z <0 .
alors il existe E'e B n Ry tel que z(p) n (- R7+) = ¢
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Corollaire- 2. Cornet)

Si ¢ est une correspondance définie et hémi-continue supérieu-
< . . 2
rement sur B et & valeurs non vides, convexes, fermées dans R,

vérifiant la condition
¥YpeS,dzerglp), p.z<0

(  alors il existe E'e B tel que 0 € z(p)

Cornet (1975} démontre le corollaire 2 comme une Conééquence
d'un théoréme de minimax de Ky-Fan (1972). Une version plus faible du
mémevrésultat‘est implicitement utilisée et démontrée par Bergstrom (1876) ,
a partir du théoreme de Kakutani. On remarquera que, dans le corollaire 2,
la correspondance ¢ n'est plus supposée & valeurs compactes mais seule-
ment & valeurs fermées. La démonstration du lemme le permet puisque les
sous-ensembles {0} et z(p) de R2 peuvent alors &tre séparés par un hyper-
plan. Cet affaiblissement des hypothéses est un avantage par rapport aux
versions s.c.s. de ces trois résultats qui pourraient &tre classiquement

~

démontrées a partir du théoréme de Kakutani.

On remarquera aussi que,contrairement aux énconcés classiques du
lemme de Gale-Nikaldo-Debreu et de sa généralisation dans Debreu (1956)
(ou Hildenbrand (1974)), le lemme 1 et ses corocllaires ne démontrent pas
gue E'est # quket affaiblissement de la conclusion est vraisemblable-
ment la contrepartie de 1'avantage que nous voyons & ne pas devoir exclure
du champ de validité du lemme 1 le cas ol P est un sous-espace vectoriel

de R2 (et donc & pouvoir ocbtenir le corollaire 2).

Si la restriction de ¢ & la sphére-unité est interprétée comme
la correspondance d'exces de demande pour des sytémes de prix appartenant
a la boule-unité, on voit immédiatement que la condition du lemme comme
de chacun de ses corocllaires peut &tre interprétée comme un affaiblisse-
ment de la lol de Walras, la conclusion du corollaire 1 pouvant 8&tre uti-
lisée pour établir 1'existence de 1’équilibre avec libre-disposition,
tandis que la conclusion du corollaire 2 peut &tre utilisée pour établir

1’existence dell'équilibre en l'absence d'hypothése de libre-disposition.

Uzawa (1862) avait remarqué que le théoreéme de Kakutani pou-
vait se déduire du lemme de Gale-Nikaldo-Debreu. Comme on va le voir, le

corollaire 2 implique également le théoréme de Kakutani. A

(1) Cette remarque nous a été suggérée par G. Debreu
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Corgllaire 3. (Kakutani)

' L Y
Si X est un socus-ensemble canvexe compact de R™ et 31‘f est une
correspondance définie sur X, & valeurs dans X, semi-continue
supérieurement et & valeurs non vides, convexes, fermées, alors

il existe x dans X tel gue x e ¥ (x).

Démonstration.

I1 suffit de démontrer le thécreme dans le cas od X est la
boule-unité B. Soit I l’applicafion identique : B > B et ¢ la correspon-
dance : B =~ Rz, C = YK— I. £ est évidemment semi-continue supérieu-
rement et donc hémi-continue supérieurement, a valeurs non vides, convexes,
fermées. Si d'autre part p e Setsi z =y -p avec vy e‘F(p),

PZ = B.y -~ l|plF= p.y - 1 £ 0. Il résulte alors du corollaire 2 gu'il

existe p € B tel que 0 e ¥(p) - p, c'est-a-dire p ef ;).

C.Q.F.D.

IIT. EXISTENCE D'UN QUASI-EQUILIBRE

Soit alors E = ((X', R, wl)iz , Y) une économie d'échange

Tee.m
comportant £ bLénA,m consommateurns et caractérisée par la donnée de m
sous-ensembles X' de RY appelés ensembles de consommation, de m préordres
totaux RY sur x% représentant les préférences de chacun des consommateurs
sur son ensemble de consommation, de m points wi de R2 représentant les
nessounces initiales des m consommateurs et d'un ensemble de production
Xotale Y supposé &tre un cdne convexe fermé& de sommet O, contenu dans

1’'orthant négatif (- R% ).

L'introduction avec Y d'activités de disposition, qui n'impli-
quent & 1'équilibre aucune répartition de profits ou de pertes suscepti-
bles de perturber les correspondances budgétaires et les correspondances
de demande des consommateurs, a essentiellement pour but de faire appa-
raitre 1'équilibre avec libre-dispositicn et 1'égquilibre sans libre-
disposition d'une économie d'échange pur comme les deux cas extrémes,

correspondant a8 Y = - R% et Y = {0} du cas plus général qui sera

e
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traité ici. On notera cependant que les activités de disposition, per-
mises par la technologie & rendements constants représentée par Y, y sont
déja congues comme de véritables activités impliquant la mise en oeuvre
d’inputs, dans des proportions données, pour obtenir la destruction de tel

ou tel excédent.

P 3 i . P
Désignaons, comme c'est classique, par P~ la partie asymétrique

de la relation Rl

x* Pi X't e xi Ri x' et non x'" Ri x*

et notons
Predy = et e Xt/ et ety RYH) = el e xd s ot R
eH™ ody - {xrt e xt /Kt el 11 b () = et e xd / xt R 01y

Rappelons également lesnotations suivantes

Si A est un sous-ensemble de RZ, A est 1'adhérence de A et

conv A 1'enveloppa convexe de A.

Pour tout systéme de prix appartenant a la sphere-unité S, il
est classique de considérer les correspondances suivantes [(certaines

de leurs valeurs peuvent &tre vides)

yi[p] = {><i e xt / p.xi < p.wi}
Gi(pJ = {xt e Xty p.xi < p.wi}
Ei(p] = {xi e xt / xi € yi[p) et,Yi(p] n Pi(xil = ¢}
?i(p] = {xi e xt /Kl € yi(p] et Gi[pJ n Pi(xi] = ¢}
m . m
tp) = £ £'p) -{: o}
i=1 i=1
m . m
np) =z Pl - {z Wby
i=1 i=1
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y* et £ sont respectivement la conrespondance budgétainre
et la comespondance de demande du 1®™ consommateur. P sera appelée
connespondance de quasi-demande du i®™ consommateur.

z et n sont respectivement les correspondances d'exces de
demande et d'excés de quasi-demande; elles ne sont définies que si toutes

les correspondances de demande ou de quasi-demande sont & valeurs non

vides.
m m i
Une allocation x = (x!,...,x") e I X~ est dite néalisable
. i=1
m 5 m 5
si 11 existe y € Y tel que I x* = I w +y, c’est-a-dire si
i=1 i=1

Par définition un &quilibre de E est un point
m

(P.X,y) € S x I Xt ox ¥ vérifiant les conditions
i=1

(M Vi=1m , xFe&t(p)

(2) pe ¥’ = {pe rRY / p.y <0 VYyeVY} etp.y=0

(3]

™3
x
n
W3
£
+
<

i

La condition (1) exprime que chacune des composantes X de
l'allocétion % d'équilibre est budgétairement possible pour le iémB
consommateur, compte-tenu de la valeur d'éguilibre de ses ressources
initiales, tandis qu'aucune consommation dans Xi, strictement préférée.

par lui a ;1, n'est budgétairement possible au prix E'd’équilibre.

La condition (2) exprime que pimaximise sur Y la valeur d'équi-
libre de vy, valeur maxima nulle puisque Y est un cbne convexe fermé de
sommet 0. Autrement dit, y minimise le colt de la disposition (- y)
nécessaire pour réaliser 1'égquilibre et le colt de cette disposition est

nul. Cette condition est sans objet si aucune disposition n'est possible

e
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(Y = {0}), tandis qu'elle garantit, si toute disposition est possible,
c'est-d~dire si Y = - (Rf ), un prix d’'équilibre dont les coordonnées
sont positives ou nulles et un prix nul pour les biens en excédent &

1’éguilibre.

Enfin la condition (3) exprime que 1l’allocation x est réali-
sable, ce qui implique non seulement l'emploi & (- ;5 prés du montant
total des ressources initiales mais aussi, compte-tenu de (2), la dé-
pense de la totalité des revenus nés de la vente des ressources initiales

au prix p d’éguilibre.

Suivant Bergstrom (1978), nous définissons le gquasi-équilibre
de E en affaiblissant la condition (1).
m

Un quasi-Zquilibsre de E est un point (p,X,y) € S x I X  x Y
i=1

vérifiant les conditions

Comme dans Debreu (1962), nous séparerons la définition de
conditions suffisantes pour 1l'existence d'un qﬁasi—équilibre, définition
qui fait 1l'objet des propesitions 1 et 2 ci-dessous, de la recherche, qui
sera exposée dans le paragraphe IV, de conditions supplémentaires sous

lesquelles ce guasi-équilibre est un éguilibre.

PROPOSITION 1. Si une économie d'échange E = (xRY, 0, , Yl
/

i=1,...,m
comportant des activités de disposition décrites par un cdne
convexe fermé Y de sommet O contenu dans 1l'’orthant négatif

(- Rf ), vérifie les hypothéses

. ) i
a) vi=1...,m, X est un sous-ensemble convexe et

compact de R2
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b)) Vi=1,....metV xT e x* , [Pl]_1 (xl) est ouvert dans X©

cl] Vi=1,....metV xl e Xt , xT ¢ conv Pl(xlj

Toeewsm o wh e XP - Y

dl vV i

. m . -
e) Si x = (xll e T X' est une allocation réalisable, on a
i=1

pour tout i = 1,...,m, PT(x7) # ¢.

mo o,
alors il existe (p,x,y) € (S n YDJ x T X' xY, point de
: i=1

quasi-équilibre pour E.

Démonstration.

Empruntons tout d'abord & Gale et Mas-Collel (1975) la définition
des correspondances de préférenceﬁgi qui, substituées aux correspondances
Pi, permettent de démontrer lapreposition 1 avec une hypothése e) de non
saturation (en lieu et place d’'une hypothése de non-saturation locale) en
toute composante d'une allccation réalisable

i

* Y ,o0<x<1, vyt e PHxT)}

i i i 4 i
(x7) = {z" e x* | 25 = x* + Ayt - x

P
Empruntons d'autre part & Bergstrom (1878) 1a définition des

correspondances y'', &', £'%, ¢'7, déginies sun B a valeurs dans r*

et qui coincident lorsque P € S - aprés substitution des correspondances

pt aux correspondances pt - avec les correspondances Yl, 61, El,et ¢

définies plus haut

Y'i[p) = {x1 ¢ Xilp.xi < 1—:—%¥£Lll + p.wi}
G’i(pl = {xi € Xilp.xi < J.;.%}il_u + pvwi}
i i i, i i | i ~i i
E'7(p) = {x” e X7Ix" e y'"(p) et y'(p) n P (x7) = ¢}
ioy i i, i i Noi,
$'7(p) = {x7 e X7Ix" e y'"(p) et §'(p) n P (x) = ¢}
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En vue d’appliquer le lemme 1 & la correspondance

!

II.MB

m ,
p>n'(p) = = o' (p) - {

nous allons démontrer successivement la fermeture sur B des correspon-
C i . g ' L
dances ¢'", puis la non-vacuité et la convexité de leurs ensembles-

images pour tout p de B n vO.

Fermeture de ¢'1.

Soient [Dkl et (xlkj deux suites d’éléments de B et X* respec-

tivement,vérifiant

lim pK = p, lim le = x' et xlke ¢’1(pk] ¥V k € N
k->o0 koo

k

De la fermeture de y'l et de x™ " Y'l[pK] ¥V k € N, on déduit

immédiatement x e Y'l[p]. Distinguons deux cas selon que p.x1 est

1 - dlpll, i

strictement inférieur ou égal 3 - p.w
Si p.xl < J—:E#U1il + p.wl et si 1l existe yl € Pl[xl) » on peut trouver
K' et, grdce & 1'hypothése b) , k” tels que
. k .
k > K" = pk.xlK < 1—;#£—“+ pk.wl
K > k" = ><1K € (Pl)—q[yl) , c'est-a-dire yl € Pl[xlkl

e
I1 en résulte alors de la définition de P~ gue

k> sup(k’',k") = &1 npiedly 2

ce qui contredit 1'hypothése faite sur KK
. ,] - II ll . . . /\n I3
Si p.xl =P, p.wl et si 11 existe z= e 6'1[p] n P xT) ,

m
~

on déduit de la définition de P' 1'existence de y* e (8'T(p) n PL(x?)).
Soient alers K' et , en vertu de 1'hypothése b), K" tels que
k > k' = y1 € 6'1(pk]

k> k" =y e pixdf
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Ona: k> suplk’,k”) = vy e (870" n PLxM ) e (6 M 0 PRy,

ce qui contredit 1'hypothese faite sur x ik .

On a finalement : Pi[xl] = ¢ sip xT < J—:F#U1lL-+ p.wl et 6’ (p} n P (x ] = ¢
si D-X1‘= 1—:F%U1Mi + p.wl . Dans les deux cas, X' e ¢'(p) .

- Non-vacuité de ¢’l(p] pour tout p de B n vO.

Puisque &' [p] c ¢’ [p) il suffit de démontrer gque guel gque
soit p dans B n vo, (p] # ¢ . L'hypothése d) garantit la non-vacuité
de Y’i[p] et, il en résulte des hypothéses al), b), c) et du corollalre 1
de la prop051t10n 5 du chapitre I, gqu'il existe xl dans (p) tel que
v’ (p] n P xT) = ¢ .

si P(xT) = $ , on a évidemment Y'l(p] n Prixt) = ¢ et X e E’ltp)
si Pl(x™) = ¢ et si yl e PTixh) , soit zo le point o0 le segment d’extre-
N i , L 1 - gl + pewt
mités x et vy rencontre 1'hyperplan d'équation : p.z = —
s xi i . i . ii i
Par définition de x et puisque R™ est un préordre total : xRz~ .
Par transitivité du préordre : ylPlz1 et il résulte de 1'hypothése c}
que xT et z= sont équivalents pour le préordre R'. On a alors
Y’l(p] n Przh) = ¢ . Puisqgue p.z:L = 1—;—ﬂ£dﬂ + p.wl , ONn en

- m

déduit : Y’i(p]'n'gi(zi) ¢ et e E'i[pJ.

- Convexité de ¢°' [p)

Soient xi et x'i € ¢’i(p) et yi sur le segment d’extré-
mités xi et x'i .
Si xi ou x':.L appartient a G’i[p], il résulte de la définition de ¢'i
et de la totalité du préordre gue xi et x'i sont éguivalents, puis

de 1'hypothése c) et de la de¥1n1t10n de ¢’1 gue yl est équivalent
a xl et x'l. On en déduit y e ¢’ (p) .

Si x* et x'T appartiennent & 1'hyperplan d’équation : p.z==1—“—£—p——l—| +p.wl

. o A i
il en est de méme de y~ et P (y") n 8" (p) 2 ¢ = P (y )} né’ (p] z¢ .
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Si ozt e Pl(yljn é’l[p], il résulte de 1'hypothése c) et de la transitivité
du préordre que les assertions x'RTzY et x''R'z" ne sont pas possibles
simultanément.

Par totalité du précrdre, on a par exemple

z5 e (PY(x") n é'l[D]] c (PT(x') n G'l[pl]], ce gui est impossible.

On en déduit vy € ¥ (p) .

Par construction, la correspondance n’ définie plus haut, est
ainsi fermée, & valeurs non vides et convexes pour tout p de B n v®. Puis-
gu'elle prend, en vertu de 1'hypothése al, ses valeurs dans le sous-gnsemble

P N L
compact de R : T X -{ZI wl}l, la fermeture de n’ est éqUivalenté/
i=1 i=1
a la conjonction de sa semi-continuité supérieure et de la fermeture de

ses ensembles images.

D'autre part, guels gue soient p € S n Vo et z e n'lp) , z=1I xT - T w
avec pour tout i = 1,...,m , x* € ¥'7(p) = ¥ (p) ; on a ainsi
p.x1 < p.wl , ¥1i=1,....m et p.z 0.
On peut donc appliquer le lemme 1 : il existe p € B n vO et y'e YOO= Y
tels que v € n'(pl); ou,encore, il existe
— - o i
(pox,y) € (BnY') x I X x Y tel que
i=1
et vi=a,...m et
mo m . _
I Xt = I owho+ AN
i=1 i=1
— —_ _ g
De 1'hypothese e), on déduit : p.x = p.w® +-1—752£Lﬂ ,¥i=1,...,m
et par sommation sur i, p.y=1-1pll . Puisque p e Y° , e Il =1,

c'est-a-dire p € S, et p.y =0
_. - —_ . /\- _.
On a alors, pour tout i = 1,...,m , X € Yl(p], 5l(p) n PYxT) = ¢ et,

. . . m .
a fortiori : &°(P) n PY(XY) = ¢ . (3.3LY) € (S YY) x 3z X' xY est
: i=1

un point quasi-équilibre de E.
C.Q.F.D.

Parmi les hypotheses sous lesquelles a &té démontrée la propao-
sition 1, 1'hypothése b) est une hypothése de continuité. On remarquera

gue sous cette hypothése, chacun des préordres tataux de préférence RT

/o
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est représentable par une fonction d'utilité u% semi-continue supé-
rieurement sur Xi (11. L'hypothése c) est une hypothése de convexite
équivalente, si les préordres de préférence éont totaux, & la con-
vexité, pour tout consommateur i et pour tout point xi de son
ensemble de consommation, de l'ensemble _Pi[xi) des éléments de Xi
stricte&ent préférés a xi. L'hypothése d) est une hypothese faible de
swwvivance des consommateund : tout consommateur a la possibilité de ne
pas participer & 1'échange puisqu'il peut cansommer, apreés une disposition
éventuelle, ses ressources initiales. L'hypothese e} suppose la non-
satuwation de chacun des consommateurs en toute composante d’'une alloca-
tion réalisabie. Lo

Dans 1'hypothése a), supposer que les ensembles de con-
sommation sont bornés apparait trop restrictif pour un modele général dont
une spécification frégquente suppose justement que les ensembles de consom-
mation de tous les consommateurs sont égaux a l'orthant positif de R2
On peut lever cette hypothése en appliquant la proposition 1 & une économie
obtenue en intersectant les ensembles de consommation non bornés par une

boule fermée de centre 0 et de rayon convenablement choisi. C'est ce qui

va étre fait dans la proposition suivante.

Proposition 2.

Si une économie d'échange E =([X1,Rl,u)1)i=,l m,Y], comportant des
activités de disposition décrites par un cfne convexe, ferms, Y, de
sommet 0, contenu dans 1'orthant négatif (- Rfl, vérifie les

hypotheses

aj]vi=1,....,m, Xl est un sous-ensemble convexe fermé de Rl‘
borné inférieurement pour 1'ordre partiel sur RY produit des
ordres naturels sur R

1,eee,m et ¥ xt e xt , (P

bl ¥V i 1]_1 (x') est ouvert dans X*

i

c) Vi=1,....metV xT € X , xT £ conv Pi(xi)

A Vi="1,000,m, 0 €X -Y
' i moi
el Si x = (x7) ¢ I X est une allocation réalisable, on a
i=1
pour tout i = 1,...,m, Pi(xll z ¢
' _——— 0 m i
Alors il existe (p,x,y) € (Sn Y} x I X x Y , point de
1=1 ./

guasi-équilibre pour E.

—_—— e e o o e W o Yl e o i = P = e > e ——

(1) cf. T. RADER (1863). Voir aussi G. DEBREU (1964)
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Démonstration.

~q

Désignons par X. , pour chagque i = 1,...,m, £'ensemble

néakisable pour Le i consommateun :
XPexhexTxh e 2o X = r Wy, exdyieietyev).
' LT |

I1 résulte des différents é€léments de 1'hypothése a) et de la définition
de Y gue chaque X' est un sous-ensemble convexe, borné et fermé de RQ.

I1 résulte d’autre part de 1'hypothése d) gue chaque X' est non vide.

On déduit alors des hypothéses b) et c) et du corollaire 1 de la proposi-

tion 5 du Chaﬁitre I 1'existence de x ° e X© tel gue Pl(xlo] n Xt o= ¢ ,

et,de 1l'hypothesee)l’existence de x' 19 ¢ Pl[xlol ou encore, par transiti-
¥ . . . . i Ni

Vité et totalité de RT : x' O e PY(x7),V x* € X"

Soit alors r un nombre réel positif tel que la boule ouverte
BD(O,r] contienne pour tout i = 1,...,m , Xt et x' 10,

Pour tout 1 = 1,...,m, posons Xt = Xlr1Bf[D,r] ol BF(D,F] désigne la boule

fermée de centre O et de rayon r; désignons d’autre part par R™T 1le pré-
ordre total induit sur X'' par le préordre R' et considérons 1'économie :
r ir 1

EC = (oxMLRY, M), , Y)
i=1,...,Mm

ET vérifie les hypothé%es de la proposition 1 et admet donc un point

(.3%,y) € (Sn YY" x 1 Xx*T x Y vérifiant :
: i=1

(1) ¥V i=1,eueum, pox- = pews et &°(p) n PR = 4

(2) p e y© et p.y =0

m m
(3) & x + I w +vy

La relation (31.montFe gue Sbacgn des ;i appartient a ii < [Xi n BD(O,r]].
S'il existait z e 61(53 n PY(x") , il existerait sur le segment joignant
;i a zi des points de éi(Ej n Pirfzi], contrairement au fait que
(p,X,y) est un quasi-équilibre de el . (p,x,y) est ainsi un quasi-équilibre
de E vérifiant: :

i

Vis=1,...,m, p.x=p.w et s () nP(x) =¢

C.Q.F.D.
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IV. DU QUASI-EQUILIBRE A L'EQUILIBRE

Le passage du quasi-équilibre & 1'équilibre nécessite 1'adjonc-

tion d'hypothéses supplémentaires que justifie la proposition suivante

Proposition 3.

Sous 1'hypothese :

v xT e xt , 7zt e Pl[xl) et V' € Xlx=> 4 A, 0< X <1 et

e - azh e Pty

‘Pl[p] coincide avec El[p) en tout point p de S pour lequel
51(p] z ¢

Démonstration.

Soit, en effet, p € S tel que Gl[p] 2z ¢ et X e ¢1[p]

Si ozt e yo(p) n PY(xY) et si VT

Te (1 - M2 € Pl(xl]. Puisque A > O,

€ Gl[p) , soit A tel que 0< A <1
et (Av

=

(vl + (1 - MzZY) e Gl(p] n PT(x'), contrairement & 1'hypothése faite
sur x- . On a ainsi x e El(p] et ¢1[p] c El[p). Puisque
£1[p) c ¢l[p] quel que soit p dans S , on a bien démontré que

stpr1z ¢ = ot(p) = £T(p) .
C.Q.F.D.

Pour assurer que le guasi-équilibre (E)?.?j, obtenu saus les
hypothéses de la proposition 2, soit un équilibre, il reste & trouver des
hypothéses garantissant la non-vacuité de Gi(Ej, pour tout i = 1,...,m.
Supposer gue pour tout i = 1,...,m, wi appartient & 1l'intérieur de(Xi - Y)
(i[Xi - Y)) est la facon la plus simple d'obtenir ce résultat

Proposition 4.

Si une économie d'échange E = (Xi,Ri,wi,Y], comportant des
activités de disposition décrites par un cbne convexe ferme Y
de sommet O, contenu dans 1l'orthant négatif (- R% ), vérifie
les hypothéses al), b), c) et e) de la proposition 2 ainsi que
b') Vi=1,....metV xi € Xi

2t e Pi[xiJ et vie xt = 2, 0<Xx <

et Avi+ (1 - 2t e Pt | e
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d)Vi=1,...,m, w eilX* -Y)

. m .
Alors il existe (p,x,y) € (S n YY) x T X" x Y, point
. i=1

d'équilibre de E.

Démonstration.
- 0 moi
Soit, en effet, (p,x,y) € (S n Y} x I X x Y un point de quasi-
i=1

équilibre pouf E (proposition 2). Quel que soit i = 1,....,m, la variété

lingaire {z € szE.z = p.w'} est de dimension (& - 1) (puisque p # 0)
et ne contient pas x* - ) qui est de dimension & (hypothése d). Soit

donc z € X' - Y tel gue Elz # p.wl. Puisque wh e i[X1 -y}, 1l existe

A > 0 assez petit pour gue (W™ - Alz - ™)) appartienne & xt - .
Si z = x* - y avec x* e x5, y € Y et si wh - Az - wh) = x't - y'
avec x'' e Xl. y' € Y, selon que p.z < E}wl ou Elz > Elwi et

puisque p € Y°, 1'un des points x* ou x'" appartient a 61[5j gui est
ainsi non vide. Il suffit alors d'appliquer la proposition 3 pour voir

que (p.x.y) est un équilibre de E.

C.Q.F.D.

L'hypothese b'), due & Bergstrom (1976) est impliquée par 1’'hypo-
thése de continuité plus traditionnelle '
i

b") Vi =1,....,m et ¥ xT e X , Pl[xl) est ouvert dans X'.

Dans 1'équilibre transitif gui fait l'objet de ce chapitre,
c'est-a-dire lorsque les préférences de chacun des consommateurs forment
un préordre total sur son ensemble de consommation, 1'hypoth&se b”) et
1’hypothése b) garantissent conjointement que les graphes de toutes les
relations strictes PL des préordres Ri sont des sous-ensembles ouverts
respectivement de chacun des ensembles produits Xi X Xi. Cette derniere
hypothése est 1'hypothése de continuité la plus généralement faite dans
1’étude des conditions d'existence de 1'équilibre transitif comme de

1'équilibre intransitif.
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L'hypothése d) n'est autre que ce que nous avons appelé K’hypo~
these fonte de survivance des consommateuwrs. Dans le cas de libre-disposition
(Y = - R%‘]. elle est équivalente a 1’6noncé habituel selon lequel ftout
consommateun peut consommer strictement moins de chaque bien que n'en com-
porte sa dotation initiale (¥ i = 1,...,m, 3 et xb <<y,

Dans le cas ol aucune disposition n’est possible (Y = {0}) et compte-
tenu de la convexité des Xi, elle énonce que Loul consommateur peut
consommen strictement moins et strhictement plus de chaque bien que n'en

comporte sa dotation initiale.

Cette hypothese est généralement considérée comme peu réaliste.
Elle enléve d'ailleurs tout intérét & la distinction des notions de guasi-
équilibre et d'équilibre, puisque l'application du lemme 1 & la correspon-

. m .
E'l(p] - { ¢ ')} fournit alors directement des
1 i=1

dance : p = ¢'(p) =
i

n ™M 3

conditions d'existence d'un équilibre. On peut 1l'affaiblir en introduisant
en contrepartie une hypotheése supplémentaire d'irréductibilité de 1'économie
dont la formulation fera 1l'objet des définitions suivantes inspirées de

Debreu (1962}, Bergstrom (1978) et Arrow-Hahn (1971).

Définition 1.

i=1,...,m’YJ comportant des acti-

vités de disposition décrites par un cdne convexe fermé@ Y de sommet O,

contenu dans 1l’orthant négatif (- R% ), est dite Debreu-{weductible si

Une économie d'échange E = (xt,RY,0h)

pour tout sous-ensemble J, propre et non vide de I = é1,...,m}/ et pour
toute allocation réalisable (x7), il existe (x'*) e T X' vérifiant :
i=1

.S . ~ .
(1) x'T e PrixY) Vieldet 3 j e J, ' e Plixd)

(2). 2 x'> - % x - T (wl -x) ey
ied ied 1eI\J

Autrement dit, une économie d'échange est Debreu-irréductible

si pour tout sous-ensemble J, propre et non vide de I, et pour toute

allocation réalisable (x7), il existe, apreés une éventuelle disposi-
tion de surplus non utilisés, une distribution de I xD o+ D (et - xh)
ied ieI\J

aux consommateurs du groupe J globalement préférée par eux, au sens des

relations (1), & 1'allocation (x). ..
ield
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On remarquera gue si les préférensgs sant convexes (c’est—?—
dire si,pour tout 1, la relation stricte P est confondue avec Pll
et si elles vérifient 1'hypothése de Continﬁité des propositions'1 et 2
(pour tout xi € Xi tel que Pi(xiJ #Z¢ , on a alars : Ri(xiJ = Pi(xiJJ,
les relations (1) s'écrivent
i

x'"T e RT(xT) Vield et 3 3ed ., x'I e PI(xd)

On retrouve ainsi la définition de 1’irréductibilité dannée par Debreu (1962).

Définition 2.

Une économie d’échange E = [[Xl,Rl,w1]i=1 m,Y] est dite Anrow-Hahn-
Arneductible si pour tout sous-ensemble J, prapre et non vide de

I = {1,...,m}, et pour toute allocation réalisable (x°), il existe

. m .
(x'*) e T X' vérifiant les relations (1) de la définition 1 et

i=1
(2) VKk=1,...,8 I x'' > I x' =>1il existe
. K . K
ied ied
idI\J et A; > 0 tels gue W' - Aiek e X -y
I x'. < I x = il existe
K k
ied ied
ieI\J et Ai > 0 tels gue Wt o+ A;ek e Xt - v
Définition 3.
Une économie d'échange E = ((Xl,Rl,wlli=1 l m,Y) est dite Bergsthom=-

Anneductible si pour tout sous-ensemble J , propre et non vide de

I=1{1,...,m} et pour toute allocation réalisable (le, il existe une
allocation (x'') et un systéme de m nombres 8" > 0 , i = 1,000,M
vérifiant les relations (1) de la définition 1 et

(2) & erxt - oby) ey
iel
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Proposition 5.

Si une économie d'échange E = ((Xi,Ri,wi]i=1,__.’m,Y]],
comportant des activités de disposition décrites par un cfne
convexe fermé Y de sommet 0, contenu dans 1l'orthant négatif

de Rg, vérifie les hypothéses &), b), c) de la proposition 2,

b') de la proposition 4 et

. . m . m o,
A Vi=1,...m,w eX -Y et % w il I X* -Y)
i=1 i=1
e) E est Bergstram-irréductible
—— - o, T i
~alors il existe (p,x,y) € (Sn Y] I X xYVY,
i=1

point d'équilibre de E.

Démonstration.

L'hypothese e) de la proposition 5 impliquant la naon-saturatiocn
en toute composante d'une allocation réalisable, c'est-a-dire 1'hypatheése e)

—_— m ]
de la propositian 2, soit (p,x,y) € (S n YO x M Xt ox Y ~un point de
i=1
quasi-eéquilibre de E vérifiant, en outre, comme on 1'a vu plus haut
A
1

et x't e PHXT) = Elx'l > p.x

Vi=1,.0,m, p.x" = p.w

Désignons par J 1le sous-ensemble de I : J = {i ¢ I/61[Ej z ¢} .

m

Puisque p # 0, la variété linéaire {z e RR/E.Z =p. I w0} estde
i=1
m .
de dimension (& - 1) et ne contient pas ( I Xt - v) qui est, d'apres
i=1

1'hypothese d% de dimension % . Comme dans la démonstration de la pro-
m .
position 4, on en déduit 1'existence de z e I X' - Y tel que

i=1

m R
p.2< p. X w' , ce qui montre que J # ¢
i:

Soient alors,si J # I et puisque E est Bergstrom-irréductible,

xt et et

1

(x'1) ¢ > 0 vérifiant par rapport 23 (x') les relations

e 3

i

(1) et (2) de la définition 3.
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On déduit de la proposition 3 : '5. z oatix't - wiJ > 0 et, en vertu
ied
— i, ,i i o
de (2), p. I B {x - w) <0 . Il existe donc 1 € I\J tel que

ieI\J

i— 1 i .
8 p.(x - w') < 0, contrairement & la définition de

INT = {ieI/6%(p) = ¢}
Corollaire 1. (Bergstrom) C.Q.F.D.

La conclusion de laproposition5 reste vraie si 1'hypothése

e) est remplacée par :

e) Pour toute allocation réalisable (x) et pour tout

1

3= 1,....m, il existe (x'T) « x' et 89 >0 tels que

=3

i=1

x'tP e Pt (xt) viz j et o(x't - wi] + BJ[x'j - wj) €Y

i#z]

Corollaire 2. (Debreu)

La conclusion de la proposition 5 reste vraie si 1'hypothése

e) est remplacée par

e) E est Debreu-irréductible.

Démonstration.

I1 suffit de vérifier qu’une économie Debreu-irréductible est
Bergstrom-irréductible [1]. Soient, en effet, J un sous-ensemble pro-
pre de E, (x") une allocation réalisable et (x**) une allocation

vérifiant par raspport a (x') les conditions (1) et (2) de la définition 1.

On déduit par addition de la relation (2) de la définition 1 et

de la relation

( Z xT - % w)eY
iel iel

Eo(x'T - w)+2 I (x" - w) eV
ield 1eI\J

de sorte que 1'allocation (x"1) définie par :

"t = 't el ied
"t = x sl ie I\
vérifie les conditions de la définition 3. /

_____________________________ C.Q.F.D.

(1) Il en est de méme d'ailleurs pour d'autres définitions alternatives

de 1'irréductibilité, comme celle de Mc. Kenzie.
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Corollaire 3.

La conclusion de la proposition 5 reste vraie si 1’hypothése e)

est remplacée par

el E est Arrow-Hahn-irréductible.

Démonstration.

Plutdét gque de démontrer gue 1'Arrow-Hahn-irréductibilité impli-
que la Bergstrom-irréductibilité, nous démontrerons directement ce

corollaire.

Spoit, comme dans la démonstration de la proposition 5, (P, %,y
un quasi-équilibre de E et J = {i € I/Gl(p]l¢ ¢} . L'hypothése d) montre
que J # ¢.

Si d'autre part J # I, soit (x'1) vérifiant par rapport & (xH)
les conditions (1) et (2) de la définition (2). Il résulte des conditions

(1) et de la définition de J gue

I p.x't> I E:;F, de sorte qu'il existe k e {1,...,2}
ied ied
tel que p,( I X't - 3 xt ) >0
k™. K . k
1€J ied

D'aprés les conditions (2), il existe alors i € I\J tel que
§*(p) = ¢, contrairement a la définition de I\J = {ieI/Gl[E] = ¢}
C.Q.F.D.

On notera pour terminer que, sous réserve d'un léger renfor-
cement de 1'hypothése d), la désinabilité de fout bien, pourn tout con-
sommateurn, en toute composante d'une allocation réakisable est un cas
particulier de la Bergstrom-irréductibilité. Ceci permet d'établir le

corollaire suivant

Corollaire 4.

La conclusion de la proposition 5 reste vraie si les hypo-

théses d) et e) sont respectivement remplacées par :
. . . . m . m
A Vi=1...,m, dzex, z <w et I o eil I X
i=1 i=1

o
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e) pour toute allocation réalisable (le, pour tout : 1,...,m

et pour tout k = {1,...,2} il existe A§>O tel gue x?+kieksPi[xi].

On a de plus & 1'équilibre (p,x,y) : p >> O, et y =0 (les
prix d'équilibre sont strictement positifs et 1'équilibre est

réalisé sans disposition d’excédents).

Démonstration.

Soit (p,X,y) un quasi-équilibre de E = (Xl,Rl,wIE_1 m,YJ).

Comme on 1’a vu & plusieurs reprises, il résulte de la 2éme
partie de 1l'hypothése d) qu'il existei tel que Si(Ej #¢ . Si E% <0,
soit alors Ai > 0 tel que z'ﬁvxieké Eifxil ; El(;i+Kiek] < Eﬂwi, con-
trairement au fait que X e‘?l(Ej = 51(53.

On a donc p >> 0 et de El?‘s Oety <0, ondéduit y =0 .
Ces remarques conduisent & rechercher un guasi-équilibre

m .
(p,x,y) € (S an)x m xt x (- Rf ) pour l’%@oq@m%g : .
i=1 B = (XL RYwh) -/,
l—'];-..,l'ﬂ
La proposition 2 montre qu'un tel quasi-équilibre existe et il résulte

de ce qui précede que c'’est aussi un quasi-équilibre de E.
I1 reste & vérifier gue E est Bergstrom-irréductible.

Soient [xiJ une allocation réalisable, J un sous-ensemble
propre et non vide de I et 11 et i2 deux éléments qgelconques.resPecti—
vement de J et I\;§ Il résulte de la convexité de X 2 et de Pll[xll], de
la définition de P! et de la premiere partie de 1'hypothése d) qu'il

existe z72 ¢ X2 tel que
. . . . . A .
272 < w2 et xMlos (w2 - 272) ¢ pri(*]

. i i . . . .
Si on pose : x'T = x » 1217 et 1i# 1o
i i i i
x'Tlos xtl e (02 - 212
. i i
x,lz _ X12 + Z 2

2
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Ona: L ><'1 - xl = wlz,- 212 , OuU encore
ied ield

T (x'" - wh) + 2(x72 - w*2) = p s

i#is

ce qui montre que E est Bergstrom-irréductible.

C.Q.F.D.

Le corollaire 4 est applicable au cas ol les consommateurs ont
des préférencées monotones (xi,< x'i = x':-L € Pi(xi]] sur des ensembles
de consommation égaux a l'orthant positif de Rz. Si on remarque qu’on
peut éliminer de 1'échange les consommateurs qui ont une dotation initiale
nulle, il établit 1'existence d'un équilibré,réalisé sans disposition
d’'excédents et & des prix strictement positifs, pour une économie véri-
fiant les hypotheses b} et c) de la proposition 2, b') de la proposition 4
et

. m
d)¥Vi=1,....,m, o- 20et I w > 0.
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CHAPITRE ITTI

L'EQUILIBRE INTRANSITIF
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I. INTROBUCTION

L'équilibre non transitif (ou intransitif) se définit, a contrario,
de l'ééuilibre transitif par le fait que £es préférences des consommatewrs
ne sont pas supposées pormer un prlordre fotal surn Leur ensemble de consom-
mation.

~

Cette définition purement négative conduit & inclure, en premier
lieu, dans 1'équilibre intransitif le cas ol les préférences larges des con-
sommateurs (préférence stricte ou équivalence) sont supposées former 4seuwle-
ment un preondre partiel sur leur ensemble de consommation, c’est-a-dire
le cas o0 les choix potentiels des consommateurs, tout en possédant la cohé-
rence de la transitivité, ne peuvent suffire & classer tous les couples de
paniers de biens potentiellement offerts & leur consommation. L'objection
de la vraisemblance empirique de préférences non totales (ou incomplétes)

a été la premieére mise en cause de la rationalité des consommateurs.

L'équilibre intransitif permet aussi d'abandonner ocutre la transi-
tivité des seules relations d’'indifférence liée & la totalité des relations
de préférence larges (la notion d'indifférence englobant ici les deux no-
tions complémentaires d'équivalence et de non-comparabilité) toute hypothése
de transitivité des relations de préférence stricte. L'intransitivité est

alors envisagée dans son acception la plus radicale.

Enfin, le remplacement, pour la représentation des préférences,
des relations binaires que sont des préordres totaux sur les ensembles de
consommation, par des correspondances pouvant éventuellement dépendre expli-
citement d’autres arguments, permet d'introduire dans 1'équilibre intransitif,
a cbté des intransitivités possibles dans la comparaison deux & deux des pa-
niers de biens, la possibilité d'un certain nombre d'externalités, comme la
dépendance des préférences par rapport aux consommations des autres consom-
mateurs ou par rapport aux prix du marché. On notera cependant que la prise
en compte d'externalités dans les préférences n’est pas nécessairement liée
a 1'abandon de la transitivité et qu'une notion aussi essentiellement tran-
sitive que celle d'utilité permet également de faire dépendre la satisfac-
tion de.chaque consommateur des consommations des autres consommateurs et

des prix du marché. On trouve ainsi dans Mc Kenzie (1955) un traitement de

e
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1’équilibre transitif avec des externalités de consommation et dans Arrow-
Hahn (1971, chapitre VI) une extension de 1'existence de 1'équilibre tran-
sitif au cas ol les utilités dépendent des prix. De telles extensions ne

sont cegendant‘pas possibles dans le cadre de 1'approche en termes de de-

mande excédentaire que nous avons adoptée dans le chapitre II.

La raison d'étre de la définition que nous avons adoptée de
1'intransitivité réside dans le rdéle gque jouent, pour 1’existence de 1'équi-
libre transitif, la transitivité et la totalité des préférences. Si on relit
attentivement ies démonstrations du chapitre II, on verra, en effet, que
nous avons utilisé & plusieurs reprises ces deux propriétés. Parfols parce
qu’'elles facilitaient 1’obtention de résultats intermédiaires qui auraient
pu 8tre obtenus sans elles ; nous aurons ainsi dans ce chapitre 1'occasion
d'adapter a 1'équilibre intransitif des procédures de démonstration emprun-
tées a 1l'équilibre transitif. En un cas, cependant, 1'adaptation est impos-
sible : transitivité et totalité des préférences permettent dans 1'équilibre
transitif d’établir la convexité des ensembles-images des correspondances
de quasi-demande, convexité évidemment nécessaire a 1'application du lemme 1
du chapitre II & la correspondance de quasi-demande excédentaire ; tandis
que dans le cas de préférenées non transitives et totales, cette convexité
ne peut 8tre obtenue sans un renforcement des autres hypothéses sur les pré-

férences. A.Mas-Colell (1974) 1'a démontré en construisant un exemple de re-

. . . - . . . s 1 N
lation irréflexive et transitive, mais non négativement transitive ( ), a

valeurs convexes et de graphe ouvert, engendrant une correspondance de de-

>

mande & valeurs non nécessairement convexes et qui n'admet pas de sous-cor-

respondance semi-continue supérieurement et & valeurs convexes. Le contre-

exemple de Mas-Colell invalide ainsi toute approche de 1'équilibre intransitif
en termes de demande excédentaire, comme d'ailleurs 1'utilisation de tout théo-
réme de point fixe dont l'’application & 1l'existence de 1'équilibre intransitif

nécessiterait la convexité des valeurs de la correspondance de demande.

(1} et donc partie asymétrique d'un préordre qui n’est pas total. On peut, en
effet, voir dans Fishburn (1970) due la partie asymétrique d’'un préordre
total est caractérisée par le fait gqu'elle est négativement transitive
(non x Py et non y Pz impliguent non x Pz), tandis que la partie asymé-
trique d'un préordre partiel est seulement transitive.
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Si on excepte 1'article de A. Mas-Colell (1874) et un premier
article de Shafer-Sonnanschein (1975,a), les démonstrations d’'existence
de 1'équilibre intransitif reposent implicitement ou explicitement sur un
résultat préalable d’'existence d’un équilibre dans une économie abstraite.
Aux deux exceptions prés gui viennent d'é&tre signalées, 1'obtention des
"nouveaux” théorémes d'équilibre (c'est ainsi que Borglin et Keiding (1976)
désignent les théorémes d’existence de 1'équilibre intransitif) est en ef-
fet caractérisée par le recours & une approche gui fut, comme on 1’a si-
gnalé dans 1'introduction du chapitre II, la premiére approche de 1'équi-
libre : 1’approche en termes d'économie abstraite, c'est-a-dire la descrip-
tion du fonctionnement compétitif de 1'économie comme un jeu non-coopératif
généralisé, faisant intervenir, & c6té des agents économiques traditionnels,
un agent supplémentaire dont le comportement formalise le rdle des prix
dans une économie compétitive. On notera cependant que 1'existence d’un
équilibre pour ce jeu généralisé ne doit rien, lorsque les préférences ne
sont pas transitives et totales, & la généralisation obtenue par Debreu en
1852 du théoreme de Nash, puisque la démonstration du théoréme d'équilibre
de Debreu (1852) reposait sur la convexité des ensembles-images pour des
correspondances qui ne sont autres gue les correspondances de demande lors-
gque 1'économie abstraite considérée est celle associée & une économie d'é-
change. L'existence d'un équilibre dans une économie abstraite intransitive
nécessite 1'emploi, selon le degré de force des hypothéses faites sur la
continuité des.préférences des agents, d'un théoréme obtenu par sélection
a partir du théoréme de Kakutani ou d'un corollaire de ce théoreéme dont une
démonstration directe et élémentaire peut &tre donnée & partir du théoréme

de Kakutani, sans appel au théoréme de sélection.

C'est le premier de ces deux théorémes que nous appliquerons dans
le paragraphe II, afin d'asseoir 1'équilibre intransitif sur les hypothé&ses
les plus faibles possibles. Afin, par ailleurs, de relaxer, dans 1'équilibre
intransitif comme dans 1'équilibre transitif, 1'hypothése forte de survi-
vance des consommateurs, nous appliguerons ce théoréme & la démonstration
de l'existence d’'un guasi-équilibre (plutdt que d'un équilibre) d'une éco-
nomie abstraite, pour un concept de gquasi-équilibre que nous définirons préa-
lablement en vue de 1l’application du résultat & la démonstration de 1'exis-

tence d'un quasi-équilibre dans une économie d’'échange intransitive.
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Le cadre de cette démonstration, effectuée dans le paragraphe III,
sera celui qui a été défini dans le chapitre II : une économie d'échange
pur, comportant un nombre fini de biens et un nombre fini de consommateurs
et pour laguelle des possibilités de disposition des excédents, décrites
par un cbne convexe fermé Y, de sommet 0, contenu dans 1l’orthant négatif
de Rl, permettent de traiter simultanément l’équilibre avec libre disposi-
tion (Y = -R£+] et 1’'équilibre sans disposition (Y = {0}). L'existence d'un
quasi-équilibre intransitif y sera démontrée sous des hypothéses plus fai-
bles ou équivalentes a celles qni assurent au chapitre II l'existence d'un

guasi-équilibre transitif (sans externalités).

Enfin, le passage, dans le paragraphe IV, de 1l’existence d'un
quasi-équilibre intransitif & 1'existence d'un équilibre intransitif repo-
sera sur des conditions de continuité des préférences et d’'irréductibilité
de 1l'économie dont la définition généralisera & des préférences intransi-
tives, et pouvant éventuellement dépendre des prix et des consommations des
autres consommateurs, les définitions'correspondantes données dans le chapi-

tre II.

IT. EQUILIBRE ET QUASI-EQUILIBRE DANS UNE ECONOMIE ABSTRAITE

. . . om
Une &conomie abstraite dans Rk, %: (x*, o, 1] ]est définie

par la donnée de m sous-ensembles X de R , interprétés comme les enéembﬁeé
de chodx de chagun des m agents i=1, ... m dem come/.spondancezs de con-
thainte o H x3 5 xt et dem cornespondances de préfénrences pl H xJaxt.
j=1 j=1
Les correspondances de Contrainte 1nd1quent pour chaqgue agent i et
pour chaque é€lément x de 1'ensemble produit X = H XJ 1’ ensemble o' (x) des

choix possibles pour i dans X*, compte tenu des ghoix (xJ ] des autres agents.

J#Ai
Les correspondances de préférence 1nd1quent pour Chaque agent i et pour Chaque
glément x de 1’ ensemble produit X = H X‘-J 1’ ensemble P (x) des éléments de X'

préférés par i a x , compte tenu des ch01x (x ). 344 des autres agents.
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Un Zquilibre de Eest un point x de X vérifiant pour tout i=1,...,m:
(1) x7 e a (x)

(2) PT () n

Les définitions qui viennent d'8tre données sont empruntées a
Shafer-Sonnenschein (1975,b). Elles généralisent les définitions de Debreu
(1952) et Arrow-Debreu (1954) données en termes de fonctions d’utilité des
agents sur X: l."égquilibre d’'urie économie abstraite se réduit a un équilibre
de Nash si 1'économie abstraite est un jeu non coopératif fini, c’est-a-dire
dans le cas particulier o0 les sous-ensembles X:.L sont les simplexes des stra-
tégies mixtes de chacun des m joueurs, ol les Correspohdances ai vérifient
ai (x) = Xi:VXGX et ol les préférences sont déduites de fonctions de paiement

pl : X >R,

Nous allons maintenant donner du guasi-équilibre d'une économie
abstraite une définition destinée & permettre de retrouver la notion de qua-
si-équilibre, définie au chapitre II, lorsque 1'économie & sera 1'économie

abstraite associée a une économie d’échange pur comportant des activités de

disposition.
. m . .
Soient donc Bl T X9 > Xt m correspondances vérifiant pour
. =1

tout 1 =1, ..., m et pour tout x de X les conditions

1 (x) < ai (x)

(3) B8

(4) 8% ) A4 = 8T () = oF (x)

i

Posant B = [81, 62, ..., 8™, nous appellerons 8 - quasi-equilibre de € tout

point X de X vérifiant pour tout i = 1, ..., m :
(M X e o (X)

2) Pt )0l ) =9

La démonstration de 1'existence d'un guasi-équilibre de zgreposera
sur la partie b) du corollaire 1 de la proposition 12 du chapitre I, théoréme
de point fixe dont 1’énoncé, d0 a Bergstrom (13975), généralise un résultat de

Gale et Mas-Colell (1875).
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Rappelons tout d'abord 1'énoncé de ce théoréeme obtenu par sélec-
tion & partir du théoreme de Kakutani et dont nous indiquons ici une va-

riante qui suffira & la démonstration de la proposition 1

Théoréme 1 (Bergstrom - Mas-Colell)

Si pour tout i =1, ..., m, Xi est un sous-ensemble non vide,
convexe, compact de RZ et si Yi e%t une correspondance Aemi-
continue ingerntewrement sur X = _@1 xJ3, & valeurs dans X',
vérifiant pour tout x de X : Xt ;_conv 1 (%) (ot conv Y1 ()
désigne 1'enveloppe canvexe de ?i (x)), alors il existe x e X
tel que 1'on ait, pour tout 1 =1, ..., m:

el () = 4.

Ce thécréme a pour corollaire immédiat un cas particulier d'un

théoréme démontré dans Shafer-Sonnenschein (1976), & partir du théoréme

de Kakutanl, sans aucun appel au théoréme de sélection de Michael

Théoréme 2 (Shafer - Sonnenschein)

Si pour tout i =1, ..., m, )(:.L est un sous-ensemble non vide,
convexe, %ompéot de RQ et si fi gst une correspondance définie
sur X. = .21 xJ, a valeurs dans X, dont Le gnap@e est ouvg&t
dans X x X1 et qui vérifie pour tout x de X : x> ¢ conv P (x),
alors il existe x € X tel gque 1l'on ait, pour tout i =1, ..., m:

i) = 6.

On a indiqué, dans le chapitre I, la démonstration directe et
glémentaire de ce théoréme (corollaire 2 de la proposition 12 du chapitre I,

a partir du théoréme de Kakutani.

Le théoréme 1, qui fait intervenir une hypothése plus faible de

. e i . - .
continuité des correspondances ¥~, permet d'obtenir la proposition suivante

e
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Proposition 1

Si pour tout 1 =1, ..., m
i . L
a) X~ est un sous-ensemble non vide, convexe, compact de R
i . . P
b) o est une correspondance semi-continue supérieurement sur X
et & valeurs non vides, convexes, fermées
i
cl B

d) - ou le graphe de 81 est ouvert dans X x X et pt est semi-

est a valeurs convexes

continue inférieurement sur X
- ou Bi est semi-continue inférieurement sur X (on déduit alors
des relations f4] que ai est sci en tout point x de X pour
lequel Bi(x] £ 9) et le graphe de Pi est ouvert dans X x Xi
e) pour tout x de X, xi £ conv (Pi {x)]

alors ‘€= HXl, al, Pll i=1, ..., mladmet un B-guasi-équilibre.

Démonstration

Considérons tout d'abord, pour tout i = 1, ..., m, Gl ={xeX/x ¢a*(x)}.

N

. 1 . ’
Puisque o est scs & valeurs non vides, convexes et fermées, on peut trouver
- i
un voisinage ouvert UX de x dans X et un ouvert convexe V>< de X~ tels que,
N m . .
A . , i
si p~ désigne la projection I xJ > x
=1

i -
p [Ux) n VX = ¢

x' e U = ar (x') ¢V .
Y X

La famille (Ux]x i constitue un recouvrement ouvert de 1’'ensemble

. eG
ouvert Gl. Puisgue Gl est un espace métrique (et donc paracompact [1]], soit
(Wj]jej un recouvrement §emé (dans G) de G,

- localement fini : tout x de G- admet un voisinage qui ne ren-

contre qu'un nombre fini des wj
- plus fin que (U ) _.i : il existe une application 7 : J > Gt
telle gue pour tout j de J, wj c Uw(j]'

(1) Voir au début de la partie V du chapitre I un rappel de la définition et
des propriétés de la paracompacité. Voir aussi Bourbaki, Topologie géné-
#ake, chapitre IV, paragraphe 4.
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Vv vérifie

i i i . . Cod
La correspondance 6 : G~ - X définie par : & (x) xgwj n(j)

les propriétés suivantes

- Le gnraphe de s est ouvent dans ¢t x xt. En effet, si (x,zi] appartient
au grdphe de Gi et puisque le recouvrement (wj)jeJ est fermé et locale-
ment fini, il existe un voisinage W de x tel gque, pour tout x' de ce
voisinage, 1’ensemble {qu / x'fwj} soit fini et contenu dans {jeJ/xewj}.
On en déduit : x'eW=> 87 (x) < 8§ (x')

et x'eW, z'ieéi(x]=> z'iedi[x').
Puisque st est, par construction, & valeurs ouvertes, ceci démontre 1'ou-

verture du graphe de st.

- &' est @ valewrs convexes et non vides. En effet, chacundes vﬂ[j) est

convexe ; d'autre part, xewj :>a1(xJ cV de sorte gue, pour tout X

A . LIGR
de G, &8 (x) contient a'(x) et est ainsi {(hypothése b) non vide.

- VUxeGh, xMé61(x) car xeW, =>xT#vV_ ...
j m(j)
En vue de leur appliguer le théoréme 1 rappelé plus haut, définis-

sons maintenant pour tout i = 1, ..., m les correspandances X > X+

: 8% (x) si xT€a’(x)

T o) = {1 i i 4
f B (x) n P {x) si xeo (x)
Si xléal(x), la semi-continuité inférieure en x de ?1 provient des

propriétés de continuité de st

Si xieai[x], plagcons-nous, par exemple, dans le cas ol Bi a un
graphe ouvert dans X x X:lL et ol Pi est scl sur X (dans l'autre cas, il suf-
fit d'interchanger les roles de Pi et de Bi]. Soit V un ouvert de Xi véri-
fiant : V n Bi[x] n Pi[x] # ¢ et soit ziev n Bi(X] n Pi[x]. Puisque le graphe
de Bi est ouvert, soient UeVUlx) et W€UTZi] tels que : x'eU et z'iew - z'iesi[x'].
De la semi-continuité inférieure de Pi, on déduit 1l'existence de U’evtx] tel
que x'eU' >V nwWn Pi[x’) # d. S1 xeU n U', on a alors : V n Bi[x'] n Pi(x']#(@
et, a fortiori V n ai(x') £¢, d'ol 1’on déduit (puisque ui[x') < Gi[x']]

VnPltix) # ¢, ce qui démontre la semi-continuité inférieure en x de v,

Il résulte enfin des propriétés de Si et des hypothgéses c) et el que
les correspondances ?i vérifient, pour tout x de X : xié conv ?i(x].
Soit alors, en application du théoréme 1, xeX tel que 1'on ait pour tout
i=1, «.o, m: ?i(gl = ¢. Puisque 81 est a valeurs non vides, on en déduit
Vi= 1, e om, Xedt () et 800 a PR = 0

C.Q.F.D.
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Remarques

1. Si pour tout 1 =1, ..., m, wi : X > R+ est une fonction semi-
continde inférieurement (1) et si ¢ = (w1, ...,¢m], J. Greenberg (1977)
s'inspirant de la définition donnée par Debreu (1962) pour le quasi-équi-
libre d'une économie, définit un y-quasi-8quilibre d'une économie abstraite
&=uxt, o, P,

i=

4.... mpar les relations

Vi=1,.oe,m , X% e o (X)

PLX) n & (X) =6 st/ou ¢ (xX) = O

Les notions de B-quasdi-équilibre et de y-quasi-Equilibre sont

évidemment reliées.

Si les correspondances Bl sont sci, i1l existe des fonctions q}:X%Rb
semi-continues inférieurement et vérifiant ¢}[x] > 0 <= Bltx] # ¢ (par
exemple les fonctions ¢}(x) =1 si BT (x) £ ¢ ; wl(x] = 0 si Bl[x] =¢J. Un

Y~quasi-équilibre est alors un B-quasi-équilibre.

On peut inversement, & partir des wl, définir pour tout i =1, ...,

i
des correspondances 8

Bi(xJ - { ¢i si wi(x] =0
o (x) si ¢ (x) >0
et un B-quasi-équilibre est un y-guasi-équilibre. Si les correspondances ui
sont sci en tout point x de X pour lequel wi(x] > 0, les correspondances Bi
sont sci. La proposition 1 avec une hypothése d) de semi-continuité inférieure
pour les correspondances Bi et d'ouverture du graphe pour les correspondances

de préférence est ainsi équivalente au théoréme d'existence de J. Greenberg

(1977).

L'intérét de la notion de B-quasi-équilibre et du théoréme d’exis-
tence qui a été démontré ici est de permettre aussd 1'existence du quasi-
équilibre sous des hypothéses plus faibles de continuité des préférences, au
prix d'un renfoircement des hypothéses de continuité des correspondances Bi
qui correspond précisément, on le verra, aux propriétés de ces correspondances

dans 1'économie abstraite qui sera associée & une économie d’'échange.

. i . . . .
(1) J. Greenberg suppose les fonctions ¥ continues mais la démonstration de
P AN . s aas s pzos i
son théoreme n’utilise que la semi-continuité inférieure des ¢ .

e



-90~

2. Si PT est & valeurs ouvertes dans X' (ce gui est en particulier
le cas si PT a un graphe ocuvert dans XxXT), les relations P (x) n a*(x) # )

et Bi(x) # ¢ impliquent Pi(xJ n Bi[x] #¢, puis Pi[x) n Bi(x) Ao

Si Bl est a valeurs convexes et ouvertes dans Xl (en particulier,
si Bl a un graphe ouvert dans XxX") et si PT vérifie 1'hypothése
(1) ¥xeX, y:L e PY(x) et z- e X* =>

IA, 0 <A <1et Azt + (1-2) yE e PTix)

les relations P1(x) n ot (x) #9¢ et B (x) #9¢ impliguent également

Pl noglix) #¢ puis PRx) 0 BYx) #9.

Sous réserve donc de l'adjonction de la propriété de continuité (1)
paour les correspondances de préférences semi-continues inférieurement sur X,
la recherche des conditions de passage de 1l'existence d'un B-quasi-équilibre
a 1'’existence d'un équilibre se raméne ainsi & la recherche de conditilons
assurant la non-vacuité de tous les Bi(;) en tout B-quasi-équilibre x de &

obtenu par application de la proposition 1.

3. Il suffit de poser pour tout x de X, ai(xl = Bi[x] = Xi et Pi -t
pour voir que le théoréme 1 est un cas particulier de la proposition 1. Il en
est de m@me évidemment du théoréme 2 et on a vu, dans la partie V du chapi-
tre I, que ce dernier impliquait le théoreme de Kakutani. On notera donc,
comme Uzawa 1'avait fait pour le lemme de Gale-Nikaido-Debreu et comme nous
1'avons indiqué dans le chapitre II pour le lemme utilisé pour établir 1l'exis-
tence de 1'équilibre transitif, que le théoréme d'existence d'un B-quasi-
gquilibre pour une économie abstraite intransitive implique le théoreme
de Kakutani qui reste ainsi le théoréme sur lequel repose cobligatoirement
toute démonstration de 1'existence de 1'équilibre, tant transitif qu'intran-
sitif, pour une économie comportant un nombre fini de biens et un nombre fini

d'agents.
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ITT. EXISTENCE D'UN QUAST-EQUILIBRE DANS UNE ECONOMIE D'ECHANGE

Considérons maintenant une économie d’échange

E = ((Xl, Pl, wl)i=1 n Y), caractérisée par la donnée de m ensembles
de consommation x* < RY. de m correspondances de préférence
. m . . i 2
Pt i s x T xJ > Xl, de m vecteurs w € R” représentant les Aiesdsources
=1

initiales de chacun des consommateurs, et d'un céne convexe fermé Y, de
. . L .
sommet O, contenu dans 1l'orthant négatif de R, représentant, comme dans

le chapitre II, les possibilites de disposition des biens en excédent.

Comme dans le chapitre II, S désigne la sphere-unité de R£
s={per"/ lpll =11
et les prix du marché, dont les coordonnées peuvent 8tre positives, négatives
ou nulles mais qui n'interviennent dans les définitions et résultats de la

théorie de 1'équilibre que définis & une constante positive multiplicative

pres, sont tous supposés de norme égale a 1.

La représentation des préférences de chacun des consommateurs
par les correspondances Pi, pour lesquelles on ne fait aucune hypothése
de totalité ou de transitivité dans la comparaison deux & deux des éléments
de Xi, permet d'introduire la possibilité pour les préférences de chaque
consommateur de dépendre des prix et des consommations des autres consomma-
teurs. L’'introduction de ces externalités est un des avantages de 1'équilibre

non transitif.

Ainsi PU(p, x) désigne £'ensemble des eLements de X© strictement
préfenss a x, compte tenu de p et de (xj)j#i'
Comme au chapitre II, on définit pour tout p € S et pour tout

i=1, vuu, m:

Yo p) = {xT € X* / p.xt < p.w}
. connespondance budgétaire du iM% consommateun
&t (p) = {x' e X* / pox’ < p.ws}
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mo.
Une allocation x = (x', ..., x™ e T x' est dite rdalisable s'il
mo m  i=1 moo. mo.
existe y € Y tel que ) x = ) w- +vy, c'est-ad-dire si ) x e { ) w'} + Y.
i=1 i=1 ’ i=1 i=1

mo,
Un quasi-gquilibre de E est un point (P, %, y) € S x 7 X x Y vérifiant les

‘e i=1
conditions

(1) Wi =1, evu, m x- € vy (P) et 6°(P) n P (p, X) =0
(2).9 e Y° = {peR¥/p.y <0, ¥y ¢ Y} et p.y = O

mo_ moo S
(3) Z X = Z w oty

121 =1

Bien entendu, cette définition se réduit & celle donnée au chapitre II si
, i e .
pour tout i =1, ..., m, P° est la correspondance de préférence stricte
SN . i o, . .
associée & un préordre total sur X, indépendant des prix et des consomma-

tions des autres consommateurs.

A 1'économie d'échange E, on associe une économie abstraite

‘g=((X1, o, ocl)i=0 1 m) de la facon suivante.

Si B est la boule-unité de Rl, B = {DeRz/[]pH < 1}, on introduit tout
d'abord un agent supplémentaire (i=0) possédant

- pour ensemble de choix : X° =B n Y° o

- pour carrespondance de préférence ¥ ° définie sur (B n Y°)x I x*
valeurs dans B n Y° 1=
Q°(p,x) = {geB n Y°/q.(2xl—2w13 > p. (Ix -Zw)}
m .
- pour correspondance de contrainte o® : (B n Y°)x I X' = (B n Y°)
1=1

o°(p,x) = B n Y°

Autrement dit, en agissant sur Les prix dans Le domaine B n y°, et pour

une allocation donnde x ¢ 1 X, L'agent supplimentaire cherche 3 maximiser
la valeur de 1'excédent deii; somme des consommations par rapport & la somme
des ressources initiales, ou encore 4 mindimisern Le coit de La disposition
nécessaire pour annuler un excédent du montant total des ressources initiales

parn rapport a La consommation totale.
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Les ensembles de choix des autres agents (i = 1, ..., m) sont
. i
naturellement les ensembles de consommation X~ ; leurs correspondances
de contrainte et de préférences sont d'autre part définies, pour des prix

appartenant & (B n Y°) par :

]

Vi = /[,...,m’ al(p,)() {Zl€xl / D-Zl S p-wl + /l_lrLD”}

i ~ p .
et Q (p,x) =P ( ,x) sl # 0
¥ip Mol p
Q’l[D,x] = n F’l[p,x]
’ PeSnY®
~ m o4
oll, comme au chapitre II, les correspondances P~ sont définies sur Sx II X
i=1

N . i .
a partir des correspondances P~ par les relations

Plip,x) = {zYex /2% = xFeatyt-xb), 0<r<1, yvrePt(p,x)}

L’application de la proposition 1 & 1'éconcmie abstraite E.associée

a une économie d'échange E permet d'établir le théoreme d'existence suivant

Proposition 2

Si une économie d’échange E = ((Xi,Pi,wi]i=1,_..,m,Y], comportant

des activités de disposition décrites par un cBne convexe fermé Y

de sommet 0, contenu dans 1'orthant négatif [-R%], vérifie les

hypotheéses

al) Yi=1,...,m, Xi est un sous-ensemble convexe,compact de RZ

bl ¥i=1,...,m, Pi estmune correspondance semi-continue inférieu-
rement de (SnY°)x T X9 dans Xi

&) ¥i=1,...,m et ¥(pixJe(Say®)x T X

d) ¥is1,...,m, whext-y i=1

1, xtéconv Pl(p,x]

e) Si x=(x")e ﬁ X est une/sllocation réalisable, on a pour

i=1 1
T n ¢
tout 1 1""’mi}LF§DY° P (p,x% %.
alors il existe (p,x,yle(SnY®)x I xTxY, point de quasi-équilibre de E.
i=1
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Démonstration

Soit 8 ~[(X Ql,a ). )l'économi% abstraite associée

i=0,1, o
a E et soient 8 , 1=0,1,...,mdes correspondances I XT>X' définies par :
' =0
B°(p,x) = a®°(p,x) = X° =8B n Y°
et, pour i=1,...,m, Bl[p,x) = {zlexl/p.zl<p.w1+1ﬂ;pﬂ}

Les correspondances Bi vérifient manifestement par rapport aux correspon-
dances a‘ les, relations (3) et (4) du paragraphe I.

On démontrera donc dans un premler temps que 1'économie abstraite 8ver1fle
les conditions de la proposition 1 et admet ainsi un B-quasi-équilibre (p,x),
puis dans un deuxieme temps que (5,§,2;~Zwi] est un quasi-équilibre de 1'éco-

nomie d'échange E.

1) I1 résulte, en effet, des hypothéses a) et d) et des définitions des
correspondances ai et Bi gue les hypotheses a), b), c) de 1a proposition 1
sont vérifiées. Il resulte egalement de la deflnltlon de B que si p # 0,
tout p01nt (p,x,z J6X°x H XJXX tel que z eB (p,x) est intérieur au graphe

de B (pour 1la topologlé de X°x II XJxX ).
J=1

1

1em(] 23 re 0l
1-Iipl
m

Si d’autre part z B (0,x), si z'lexlnBO[zl,E] et si O<[lplk

. ' . . 1 . .
on a : D-Z'1<”DHHZ'H|<HD”[“21”+€)<— Rl NPl et <pow™+

m .
ce gqui montre gque (D X,Z ]eX x 1 XJxX est intérieur au graphe de gt (pour

la topologie de X°x H XJxX ), 85rrespondance qui a ainsi un graphe ouvert
dans x°x I xIxxt, 37

j=1
Par définition de Q°, on a, pour tout p de X°, pé®(p,x)=convP®(p,x) et un
calcul simple montre que, si les correspondances Pi vérifient 1'hypothése cj,
on a pour tout (p,x) de (SnY°)x ? Xi, xiéoonvgi[p,x], et donc, pour tout (p,x)
de (BnY®J)x % Xi, xi¢coani(p,x)i?109 gui montre que 1l'hypotheése e) de la pro-

‘o i=1 gz
position 1 est vérifiée.
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Enfin la correspondance @ O, ayant par définition un graphe

m .
ouvert dans [(B n v®) x I X1] X (B n YO], est a.fortiori semi-

i=1
m .
continue inférieurement sur (B n Y®) x T X . Il reste a vérifier gue
i=1
les came,épondance/s Ql i=1,..., m, dont semi-continues ingéeriewre-
ment swt (B n Y°) x H Xl .
i=1
. 0 m i
Soit, en effet, (p, x) e (BnY ) x I X et V un ouvert
i=1
i i,
de X tel que VnQ {p,x)= ¢.
. . - i ~i P .
-S8i p=z0, 1l existe z7¢ V n P7 {(—— , x), c’est-3-dire
o - . Ip H
25 = x4 A[y1 - x') avec 0 <A <1 et y e Pt ——— x), et >0
| eIl |

tels que l'intersection avec X" de la boule ouverte de centre zo et
de rayon € soit contenue dans V : Xl n By (z* , €} c V.

Puisque P est s.c.i. sur (S nY ), il existe des voisi-

m i p

nages de p (dans B g Y%) et de x (dans Il Xl). W e Wr[____J et

|l pll =1 el

Z e'\r[x), tels que :

g eWnsSnY® et x'eZ=> By, e)n P, x') = ¢

Soit,d’autre part, U e¥(p) tel que p' e U=>P' = 0 et £ cw

e’ II

- xBo(xl, SEL Gl x X" =

p' e U et x' e Zn (qu I

il existe y’i e(Pi [——E:—, x') n Bo(yi, e)) et si z’i = x'i + A [y’i— x'i],
[l
puisque ||z't- z'|| < (1- Al x'l—xi|L+A||y'1— ylu < g, z’le;glaipll,x' InV =
pl

Ql(p, x) n V, ce qui démontre la semi-continuité inférieure en (P, x ) de Q%.

s
-=Si p=0, Vnl(l n o Pl[p, x}) # ¢. On vient de démontrer

pe3SnY
m .
que la semi-continuité inférieure sur (S n Y°) x T X' des correspon-
i=1
i - . e s e o m i
dances P entraine la semi-continuité inférieure sur (SnY Jx @I X
i=1

./
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~,
i (1) .
des correspondances P « On a ainsi

Y pesSn YO, il existe wp, voisinage de p dans S n YO,

m .
et Up, voisinage de X dans Il Xl, tels que qg' e W et
~ 1=1
X' € Up = Vn Pl(q', x') 2 ¢.
Soit, puisque (S n vy  est compact, wp S ey wp un recou-
1 n
vrement fini de S n Y°.
%
Q' e W, U...UW_ et x' e U n...nlU. = VaP(gq',x')=¢
p P D p
S n 1 n
ou encore : p'e (BFIYDL P'20 et x’' € Uprw Y Up >
A , 1 n
i_P , i, ., o
VnP (”pq , X'} = VnQ@7(p', x') # ¢ , ce qui démontre la
|

. e ez e e i
semi-continuité inférieure en (0, x) de (Ril

m .

2) Soit alors, en application de la proposition 1, (p, x)e BnY?)x I X
Ci=1

un B-quasi-équilibre de & « 0On a simultanément
BeBnY® et vpeBaY®, p.ZX -zt <p.IX -Zwl) (1)
Vis=1,...,m, ;5’.32155.@1+1'mp' (2)
. i~ — i— -

Yi=1,...,m, B (p, x)Jn Q7 (p, x) = ¢ (3)

Deux cas sont alors & distinguer dont seul le second est compa-

tible avec les relations (1), (2) et (3) :

- si p.(IX - Zw') >0, on déduit de (1) que ||p]| = 1 puis,
par sommation sur i dans les relations (2), que P.(Ix - Iw’) < O0O;
on aboutit ainsi & une contradiction;

- si PL.(EXT - Zw') €0, on déduit de (1) gue (Ix* - Zwl) e v

et donc que l’allogetion 'x est réalisable. Puisque B l[D, X) = x' et

%o, X) = n . Pltp,.il, 'E'i 0, en vertu de 1'hypothése e) et les
P eSnY
relations (3) s’écrivent
~ -
Vi=1,...,m 8P, ?mpltnﬁ LX) = b (4)
P

(1) Ceci est établi dans Bergstrom (1975) & qui nous avons emprunté le
détail de la démonstration.
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Une deuxieme application de 1’hypcthése e) [Plbfg—, xX) = ¢,

. . = |5
¥Yi=1,..., m}] montre que p X = p.wl + 1—4#3U Vi=~1,..., m et

par sommation sur i , que P.(Ix - Zw ) = 1 -H'5|| d'ol 1'on déduit

P2 - ety =0 et [[Bl= 1..

. . m .
(B, X, Ix* - Zw) e (SnY?) x T X' xY est ainsi un guasi-
i=1
équilibre de 1l'économie E qui vérifie
. ——i = i i— - -
Yi=1,...,m p.x =pww et §p)nP(p, x) =¢ .

C.Q.F.D.

Bien entendu, on passe de 1'existence d'un quasi-équilibre dans
le cas ol les ensembles de consommation sont supposés compacts {proposi-
tion 2) & 1'existence d’un quasi-équilibre dans le cas ol les ensembles
de consommation sont seulement bornés inférieurement (proposition 3) en
adaptant les procédures de démonstration qui ont été utilisées dans le

chapitre II pour passer de la proposition 1 & la proposition 2.

Proposition 3.

l.(»ll. > Y),
i=1,4e.,m

comportant des activités de disposition décrites par un cdne

Si une économie d'échange E = ((x*, P

convexe fermé Y de sommet O, contenu dans l'orthant négatif
(- R%], vérifie les hypothéses b), c), d), e) de la proposition 2
et 1’'hypothése :

alvi=1,...,m Xi est un sous-ensemble convexe, fermé de
Rz, borné inférieurement pour 1'ordre partiel sur Rz, pro-
duit des ordres naturels sur R m .

alors il existe (p, X, y) e (S n Y°) x X X Y, point de

quasi-équilibre de E. 1=1

Démonstration.

Désignons, en effet, par %' 1'ensemble réalisable du i °"°
consommateur

~i i 5 5 . m . . .

Xo={xhex  /x v oz o x = 3 owd vy, xdexd ¥yziet yevd

EE j=1
J J ./
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I1 résulte des différents éléments de 1'hypothése al) et de 1la

fps o taa 1 -
définition de Y que chague X est un sous-ensemble convexe, fermé et

borné de Rl. Soit alors r un nombre réel bositif tel gue la boule

ouverte BD(D,IQ contienne chacun des Xl.

* Pour tout i = 1,..., m, posons X' = X' n BF(D,Iﬂ oll
BF(O,Iﬁ désigne la boule fermée de centre O et de rayon r; désignons

N\

; m . .
d'autre part par PT 1es correspondances de ((S n v®yx 1 x3T)dans x'F :
A~ .

: ~ Jj=1
P*T(p, x) = P (p, x) n B,(O, r)
-F N\
et considérons 1'économie E& = I(Xlr, Plr, W) Y).

i=1,c0e, m’
ir 2

est par définition un sous-ensemble convexe compact de R™.
Py

- 8i 0% est un ouvegz (dans X') vérifiant DlanEQ,Iﬂ nPl[p,x]¢¢,

on déduit de la définition de P (p, x) que : O n B,(0, ) n Pl(p, x) # ¢.

{1 suffit alors d'utiliser la semi-continuité inférieure des correspondances
Iy O ’
pt pour trouver W, voisinage de p dans (S n Y ) et pour tout
J=1,00., m, ul, voisinage de xJ dans XxJ, tels que :
m . . -~
’ ¥ J 1 1 ] s
p' e W et x" e I U = 0O nBD[D,r]nP[p,xJ¢¢
=1 m . . o
s , J A1 ir, , _,
c’'est-a-dire : p'eW et x' eIl (U r)Bf[O,:rD—>D NP (p’, x') #¢.
=1
' o] m jr
Ceci montre 1la se@ifcontinuité inférieure sur (S nY )x I X des
ir J=1
correspondances P .

- Le fait que les hypothéses c) et d) de la proposition 2 sont

P - . r . . - .
vérifiees pour 1'économie E découle immédiatement du fait au’'ellesle
el

sont pour 1'économie E et des définitions de X et de P'T.

. m \
- Soit enfin, si x = (x') e T X' est une allocation réali-
i=1
. . . Ni ]
sable, z* € N o Pl[p,x] . x1 e X et il existe un ouvert U' con-
Pe3nY

tenant x* et contenu dans x'Ts il existe alors dans U’ des points

distincts de x* et apparﬁgnant au segment joignant x" a zl, c'est-a-

dire des point de n . Plr(p,x].
) PeSnY
_— - - 0 m ir
Soit, en vertu de la proposition 2, (p, X, yle (SnY )Jx I X xY
i=1

un point de quasi-équilibre de 1’économie EY. on a :



(1) Vi=1,.0.,m Pp.x = P et 6 npPT(EX) =6

(2) peY® et Py =0

m m _
(3] Z x = T w +vy

La relation (3) montre gue chacun des '§1 appartient a

Xt BO(D,Iﬁ n XT. S'il existait z e Gle] n PR, X, %}\existerait

sur le segment joignant X" a z+ des points de GlfB] n Plrfﬁ.'?], can-
trairement au fait que (p, x, y) est un quasi-éguilibre de ", (P, %, y)

est ainsi un quasi-équilibre de E vérifiant
B ~~

st &Mmartd % = 6

Vi=1...,m, E:; ='E.w

C.Q.F.D.

Il reste & commenter les hypothéses b), c¢), d) et e) des pro-
positions 2 et 3 pour les comparer aux hypoth&ses correspondantes des

propositions 1 et 2 du chapitre II.

L'hypothése b) est une hypothése de continuité des préférences
plus faible que 1'hypothése correspondante faite pour assurer 1l'existence

d'un quasi-équilibre transitif.

L’hypothése c) est une hypothése de convexitZ, plus faible que

m .
1'hypothése de convexité pour tout (p, x) de (S n Yo x T X' des
i=1

ensembles Pi[p, x) (& laquelle elle est équivalente lorsque les corres-
pondances P:'L sont les correspondances de préférence stricte associées
a8 des préordres totaux sur les ensembles Xi], Jointe & une sorte
d' i flexité des correspondances de préférence

(WxeX ¥Ypesnay’, x¥gpip x).

L'hypothése d) est la méme hypothése facible de survivance des
consommateurs que celle qui a été faite pour 1'existence d’un quasi-équi-
libre transitif : au prix éventuel d'une disposition, chacun des consom-

mateurs peut "survivre” en consommant ses ressources initiales.

Enfin.l'hypothése e) est une versdon renforcée de L'hypothese
correspondante (dans 1’équilibre transitif) de non-saturation des pré4e-
rences en Loute composante d'une allocation réalisable. Si les préfé-
rences des consommateurs sont indépendantes des prix et des consommations

-

des autres consommateurs, elle se réduit & 1'hypothése de non-saturation

/.
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faite dans les propositions 1 et 2 du chapitre II.

Au total, les propositions 2 et 3 de ce chapitre impliquent les
propositions 1 et 2 du chapitre II, ce qui fait de 1’existence d’'un quasi-
équilibre transitif un cas particulier de 1’'existence d'un quasi-équilibre

intransitif.

Si les préférences dépendent des prix, on peut désirer affaiblir
1'hypothese e) de non-saturation des préférences. On va voir dans les pro-
positions 4 et 5 ci-aprés, qu'on peut le faire si le cBne convexe fermé Y
décrivant les possibilités de disposition n'est pas réduit & {0} , 1la
procédure de "normalisation” deskprix (1) qui va étre utilisée excluant

le cas de 1'absence totale de disposition.

Proposition 4.

8i Y # {0}, 1la proposition 2 reste valable si 1'hypothése e)

est remplacée par :

e) Si x = (xiJ €

n=3

i , PUN
X est une allocation réalisable, on a

i=1

pour tout i =1,..., m et pour tout p e S n vO . Pl[p, X))z ¢.

Démonstration.

- Plagons-nous tout d’abord dans le cas od Y admet un point
intérieur y. L'ensemble A = {p € vO p.y = - 1} est alors non vide,

. N o}
convexe, compact, homéomorphe a8 S n Y .

A est, en effet, convexe et fermé par construction. Pour voir
qu'il est non vide et borné, il suffit de remarquer que, si Y contient

la boule fermée Bf[y, e), on a pour tout P de Y°

€) <0

p.(y +

P
Pl
ce gui-implique, pour tout P de VY :

P.y < -H DH e< 0.

(1) Procédure empruntée & G. Debreu (1958).
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On en déduit : ¥ peSnvY® p=—E ¢34

et Ve |pfst.

. . p . p' i
L'application > —— (d'inverse : ' - représente
& ey P T represente
1'homéomorphisme recherché de S n Y° sur A .
. . i i 1 .
A 1l'économie E = ((X7, P7, w )i=1 m’ Y) associons alors
1’économie abstraite E, =((x*, ot Ql)i=0 m] définie par :
seee,mt TE
X% = A et, pour tout (p', x) de A x T X
, i=1
aofp', x) = A
Qo[p', x) = {ge A/ q.(le - Teh) > p'.[le - Teh)}

et, pour tout i=1,..., m :
i . : 4 4

o P’y X) = (X7 ¢ X* / p'ux" < p'rw } Ty
. ~ ,

0 (p’, x) = P e %)

En vue de définir pour é un B - quasi-équilibre, on pose :

Bo(p', x) = ao(p', x) = A

o 0 = G e Xt/ pd cprat) = el

On peut voir, comme dans la démonstration de la proposition 3,
gue l’économie abstraite E vérifie les hypothéses de la proposition 1

et admet donc un g-quasi-équilibre (p', X} vérifiant

P'epr et YgedA, q.lIx -Zu') < p.(oxt - 5gb)

— -~ '
Vis=1,...,m, pP.xX <p'.wt et 51%%§%ﬂ3 q Plfwggﬂ, x) = b,
i 1 ;

On en déduit : Ix - fw e Y

puis, en utilisant e) : E“.;i = E“.wl Vis=~1,...,m.

Si on pose p =2 , (p, %, Z?i-Zwll est ainsi un quasi-

égquilibre de E .
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- Dans le cas général, Y peut &tre considéré comme 1'intersection
d'une famille décroissante (Y') de cénes convexes, fermés, de sommet O,
contenant Y, contenus dans 1'orthant négatif (- Rf] et admettant tous
un point intérieur. On vient de démontrer que chacune des économies
" = (oxt, Pt Wt

]i=1 m’ Y} admet un point de quasi-équilibre

m m . m o, m
[En,-;n’ r X" -z wt) e (8 Ay x o1 oxtxv" c(s Yy xm xtxy"
i=1 i=1 i=1 i=1
Chacun des ensembles (S n YO] et Xl, i=1,...,m étant compact, soit

—_ = —n N
(p, x) 1la limite d'une suite partielle convergente (p K, X K)

extraite de la suite (Bn,-;n) .
nel

Par passage & la limite dans les relations valables pour tout n de N

N
P = B Wt et 8T R n PR,

Vi=1,...,m, X" = ¢
~N 0 m —in m
D' e Y2 et I X"- z et ey
i=1 i=1
on cbtient
Vis=T1,0ee,m, paxt = pout
_ m . m .
p € v et I X - Zwley
i=1 i=1

. . N
Enfin, si yl eGl(pJ n Pl(Efi], on déduit de 1'ouverture du
graphe de la corggspondance st et de 1la semi-continuité inférieure de la

i
correspondance P

iy etva],V € U[yi] , p' e U et y'i eV = y'i eéi[p']
)
ju” elrfﬁ] et We U%?), p' e U" et x' eW = VaP (p, x")# ¢

7\

et donc : p e U' n U” x'e W = 6l[p‘] n Pl(p',x') z ¢

n n
Soit alors K tel que k > K = E'K e Un U" et X K e W ;
s N TN _I"] :
on en déduit : 61(p K) n Pl[p K,x K] # ¢ ,  contrairement & la relation
écrite, plus haut, pour tout n dl(EnJ n Pl[Bn, XN = ¢ .

~

On a finalement : 61(53 n Pl[EZ X)=¢ ¥V i=1,..., m et

m m . m .
(P, X, £ X - 3 wh) ¢ (5nY®) x 1 X' x VY est un quasi-équilibre de E.
=1 i=1 i=1

C.Q.F.D.
e
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Proposition 5.

Si Y = {0} , 1la proposition 3 reste valable si 1'hypothése e)

est remplacée par :

. m .
e) Si x = [le e 1 x* est une allocation réalisable, on a

pour tout 1 = 1,..., m, et pour tout p e S n vo . Pl(p,x)¢¢.

Démonstration.

On peut reprendre, sans rien y changer, la démonstration du

paséage de la proposition 2 & la proposition 3.

On notera pour terminer que la proposition 5, gui établit 1'exis-
tence d'un quasi-équilibre intransitif dans le cas ol Y = {0} et avec
des préférences dépendant des prix et des consommations des autres con-
sommateurs, contient le résultat éguivalent de Arrow-Hahn [1], d'existence,
sous la méme hypotheése de non-saturation des préférences, d'un équilibre
transitif "compensé”, avec des préférences dépendant des prix et sous

1'hypotheése de libre-disposition (Y = - R%].

IV. DU QUASI-EQUILIBRE A L'EQUILIBRE D'UNE ECONOCMIE D'ECHANGE.

Les correspondances Bi, qui ont servi dans les propositions
2 et 4 3 définir'un B -quasi-équilibre de 1'économie abstraite & associée
& 1'économie d'échange E, ont un graphe ouvert; il en est de méme des
correspondances 5i gui interviennent dans la définition du gquasi-équi-
libre de 1'économie d'échange E. I1 ressort donc des remargues qui ont
été faites & la fin de la partie II de ce chapitre que, sous réserve de
1'hypothese :

m .
Vis=,0.e,m, Yip, x) e (5nY?)x 1w %X
Jj=1

yl € Pl[p,x} et z+ e X1:>3A,(J< A <1 et (Az-+ [1—A]le € Pl[p,x]

la recherche des conditions de passage de 1l'existence d'un quasi -

équilibre & l'existence d'un équilibre se raméne & la recherche de condi-
. Ly i— s o e
tions assurant la non-vacuité de tous les & (p) en tout quasi-équilibre

fE,'QJ de. E obtenu par application de la proposition 3 ou de la propasi-

L v
(1) Arrow-Hahn (13871) chapitre VI, 1.
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Comme au chapitre II, ces conditions consistent en une hypothése
forte de survivance des consommateurs (hypothése d) de la proposition 6)
ou alternativement, en 1'adjonction, & une hypothése affaiblie de survi-
vance des consommateurs, d’'une condition d'irréductibilits de 1'économie

(hypothése e') des propositions 7 et 8).

Proposition B.

i wi]
’ i=1,...,m’
comportant des activités de disposition décrites par un céne

Si une économie d'échange E = (X", P Y),

convexe, fermé Y de sommet 0, contenu dans 1'orthant
négatif - Rf, vérifie les hypothéses a), b), cl,e) de la
proposition 3, ou,si Y # {0} 1les hypothéses de méme rang dans

la proposition 5, ainsi que :

m .
B') ¥i=1,...,m, ¥Y(p, x) e (S5nVY®) x 1 %X
J=1

viePtip, xiet 2t ext »In, o< At et Azt (1-ayh) € PLp, x)

d)Vi=1,eee,m, o ¢ 10X -Y)

mo,
alors il existe (P, X, V) € (S n YO‘] x T X'xV, point

d'équilibre de E. =1

Démonstration.

Soit, en application de la proposition 3 (ou de 1la proposition
5, si Y=z{0}), ((P,%X,V) un point de quasi-équilibre de E. Quel gue
soit i =1,..., m, la variété linéaire {ze rRY D.z = H«ui} , qui est
de dimension (& - 1), ne contient pas (Xi-YJ gqui est de dimension £ ,
et il existe zie Xi- Y tel que P.z' < ﬁ.wi. Si zi = xi-yL) on a

a fortiori : E.xlséﬁ.ziiﬁ.wl, de sorte que 61[33 2¢,Vi=1,..., m

On déduit alors de 1'hypothése b')
YB) nPHR) 2 ¢ > 67(F) a PR = o
et (P,X,V) est un éguilibre de E.

C.Q.F.D.
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L’irréductibilité d'une économie d'échange intransitive, dans
laquelles les préférences des consommateurs dépendent des prix et des con-
sommations des autres consommateurs, peut faire 1'objet des deux défini-
tions 1 et 2 ci-dessous, qui généralisent les définiticns 3 et 2 de 1la
partie IV du chapitre II, et gui conduisent respectivement aux proposi-

tions 7 et B8 d'existence d'un équilibre.

Définition 1.

l, wl). , Y) est dite
i=1, «ce,m

Bergstnom-Luvlductible si pour tout sous-ensemble propre J de I = {1,...,m},

Une économie d’'échange E = (X", p

pour toute allocation x réalisable et pour tout systéme de prix PeS n YD,
il existe une allccation x' et un systéme de m nombres 6 > 0,1i=1,...,m,

vérifiant
U 3
(MY YV ield, x7eP (p,x) et 4 jed, x'Jep (p, x)
(2) £ 8 (x'T-w ey
ield

Proposition 7.

Si une économie d’échange E = ([Xl,Pl, wl). , Y), com-

portant des activités de disposition décrit;51éé;.a: cbne con-
vexe fermé Y de sommet O, contenu dans l'orthant négatif

- Rf ,. vérifie les hypothgéses a), b), cl), el de la proposition
3, ousi Y=z{0}, les hypothéses de méme rang de la probosition

5, 1'hypothése b') de la proposition 6] et
m

D Vi="T.ee,m, weX -Y et tweil 3 X -Y)
1=1
e') E est Bergstrom-irréductible
- = - o} i
alors il existe (P, x, yle (SnY ) x @I X xY, point
i=1

d'équilibre de E.

Démonstration.

L'hypothese d) de la proposition 7 impliquant 1°’hypothése d)
des propositions 3 et 5, soit (p, X, y) un point de quasi-équilibre
de E, obtenu en application de 1'une ou 1'’autre de ces deux propositions.

l/l
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Désignons par J le sous-ensemhle de I défini par

J=1(iel / 6S(MI} # 6.

m
De par 1'hypothése d), la variété linéaire {ze¢ rz/ P.z = P. I wl}

m . m . i=1 |
ne contient pas xt-Y) et il existe zeIX*-Y tel que P.z<P. Iuw .
i=1 i=1
m . _m L. _m
S1 z = I xl-y, on a a~fortiori, PR. I x"<P.z<P. 1 wl, ce qui
i=1 i=1 i=1

montre que J # ¢.

Si J #2I, soit alors x' vérifiant par rapport a3 {(p,x ) les
relations (1) et (2) de la définition 1.
Vied, x' ¢ Pl[p, x) = JJ.X'l > p.u}

D'autre part, du fait de 1'hypothése b’'),

”~

GJ[E) z ¢ et x'd e PJ[E,?J = E.x’J > Powd = Puxd
De sorte que p. § (x'*-w") >0, d'od 1l'on déduit
ied

P. & (x’T-w') < 0. Il existe ainsi ieI\J tel que
ieIN\J

E.x'l < E}wl, ce qul est contradictoire avec la définition de J.

Finalement, J =1 et 61(55 # ¢, V1ieI. On en déduit, comme
dans la démonstration de la proposition 4, que (p, X,y) est un

équilibre de E.

C.Q.F.D.

Définition 2.

1, wl). , Y) est
i=1,«v.,m

dite Aow-Hahn-iunéductibfe si pour tout sous-ensemble propre J de

Une économie d'échange E = [(Xl, P

I-= {1,...,m}, pour toute allccation x réalisable et pour tout systéme

de prix p e SrIYD, il existe une allocation x' vérifiant les relations
(1) de la définition 1 et

(2 YK =1,..., L,

i i_ . . . i i i Kk i
igjx K >i§Jxk-> il existe 1€ I\J et Ak >0 tels que w” -Ake eX -V

5 . . . . : . . .
igJ X'k <i§J xi il existe ie¢ INJ et Aﬁ> 0 tels que W Af{ek ext -y

/e
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Proposition 8.

i wi]
” i=1,...,m

portant des activités de disposition décrites par un céne con-

Si une économie d’'échange E = ((x*t, p , Y)  com-

vexe fermé& Y de sommet 0O, contenu dans 1'orthant négatif - Rf,
vérifie les hypothéses a), b), c), e) de la proposition 3,ou,
si Y *{0}, les hypotheéses de méme rang de la proposition 5,

1'hypohtése b') de la proposition B et

. . m m
A}V i=1,000,m 0 eX-Y et Twleil ¥ X- Y)
i=1 i=1
e') E est Arrow-Hahn-irréductible
m
alors il existe (p, x, y)e (snY®) x 1 Xt xY, point
i=1

d'équilibre de E.

Démonstration.

Soit, en effet, (P, X, y) un point de quasi-équilibre de E
obtenu en application de la proposition 3 ou de la proposition 5. On voit
comme dans la démonstration de la proposition 7 que J = {ieI/&leJi ¢}

est non-vide.

31 J#1I, soit alors x' vérifiant par rapport & (p, X) , les
relations (1) et (2) de la définition 2. Comme précédemment,

P T (X" -w) =P (" -%1) > 0, de sorte qu'il existe Ke £1,2,..., 2}
ied - deg
tel que : Ek z [x'i -;ﬁ] >0, D'apres les conditions (2)de la définition
ied .
2, il existe alors 1e¢I\J tel que Gl(p] z ¢, contrairement & la défi-
nition de J.

On adonc J=1cet (p,%x,y) est un équilibre de E.
C.Q.F.D.

On notera pour terminer, que si les préférences des consomma-
teurs dépendentveffectivement des prix, 1'hypothése d'irréductibilité de
1'économie n’implique pas nécessairement 1'hypothése renforcée e) de
non-saturation des préférences de la proposition 3, alors qu'elle impli-

que l'hypothése e) de la proposition 5.
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ANNEXE I

PROPRIETES MATHEMATIQUES DES PREFERENCES

CONTINUITE ET CONVEXITE

————————— —— —— ok e it e i e b Sl s,

L'existence d'un équilibre transitif a été démontrée sous
les hypothéses suivantes de continuité et de convexité des correspondances
fez . i . . N p Loz
de préférences strictes P~, associées & des préordres totaux de préfé-

, i
rences sur les ensembles de consommation X

H1 ~-Yi=1,...,mYV xie Xi, [Pil—q(xi] est ouvert
H2 -V i=1,..,7m VY xie Xi, yie Pi[xi] et zi € Xi =

I, 0<A<1, Azt (1-nvte Proh
H3 -vYi=1,...,mY xie Xi, xi ¢ conv Pi[xiJ

L'existence d'un équilibre intransitif a été démontrée sous

des hypothéses analogues portant sur des correspondances de préférence

. m .
(stricte) P', définies sur 1'ensemble X = il X, produit des ensembles de
i=1

consommation (et, si les préférences dépendent des prix, de 1l'ensemble de
définition des prix x®), a valeurs dans X*

HH -vYi=1,...,m, P' est sci sur X

Hy =¥ i= 1, m ¥xe X, y© e Plix) et 20 e X =

Ix, 0<x<1, Azt (’l~)\]yl € Pl[x)
' . i i
Fi3— Vis=~"1...,mYVYxeX, x ¢ conv P (x).

L'hypotheése H1 postule ce gue 1'on pou?rait appeler la
semi-continuite ingérieure fonte des correspondances P tandis que 1'hypo-
these H’1 ne postule que leur semi-continuité inférieure. Les hypothéses
H, et H', sont chacune impliquées par 1'hypothése que les correspondances

2 2
pt sont & valeurs ouvertes dans Xl. La conjonction de H, et H2 ou de H'

1

. . 1
et H'2 est impliquée par 1'hypothése d’'un graphe ouvert dans Xt x x*
(équilibre transitif) ou dans X x X* (équilibre intransitif) pour les

correspondances P1. Enfin les hypotheses H3 et H'3 sont impliquées par 1la

e
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convexité des ensembles-images des correspondances Pl; on a déja indiqué
(chapitre II) gue, dans le cas (transitif) de correspondances P associées
& des préordres totaux sur Xl, 1'hypothese H3 est trivialement équivalente

la convexité;pour tout x* des ensembles Pl(xll.

Bl

Les relations entre ces deu* groupes d'hypothéses et 1les
hypotheses plus classiques d'ouverture du graphe des correspondances pt
et de convexité de leurs ensembles-images sont précisées par les proposi-

tions suivantes

PROPOSITION 1.

. o1 f oz . . -
Si P est la correspondance de préférence stricte associée

a un préordre total sur un espace topologique Xl, les

hypotheses
v oxt e X, (Pll_1(xl] est ouvert dans X'
vV oxt e Xl, PY(x*) est ouvert dans X©

impliquent 1'ouverture dans Xl x X du graphe de pt.

Démonstration.

Soit, en effet, G ={(z", tT)eX* xx*/t eP (21} 1e graphe

de P:L et soit [xl, x'll € G . w

si il existe z+ ePTix ) n Pl Ty, o, xrhye Pty T2 xpliat) < g,
si Prodineh T ey =6, o) e ety YDy xpindy € gl

i i . . i i
Dans les deux cas, (x7, Xx'7) appartient & un ouvert de X x X~ contenu

dans Gl.

C.Q.F.D.

PROPOSITION 2. (Shafer (1874), Bergstrom-Parks-Rader (1976))

Si X' est un sous-ensemble convexe. de Rz et si Pi: X—»X:‘L
est & valeurs convexes, les hypothéses
Y y:L € Xl, (e

V x € X , PY(x) est ouvert dans Xi

)_1(y1] est ouvert dans X

impliquent 1l'ouverture dans X x X" du graphe de Pi.
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Démonstration.

Soit, en effet, (x, yll un point du graphe de P,
61 = {ix, yh exx X yte Pk .

si X' est de dimension D, Pl[x], ouvert dans Xl, est(a%alement de
dimension p. y1 appartient alors & 1’intérieur relatif »
1T (conv [ylo, qu,..., ylpJ, d'un p-simplexe dont les sommets

to A1 P appartiennent & P> (x). ir(conv[ylo, qu,..., ylpJ]

i
A VR ! Yo
est ouvert dans X et les relations x' € n (PH) [ylk] et

. . . . k=0 , ,
y’l € ir[conv(ylo, qu,..., ylpJJ impliquent : y'1 € Pl[x'), c'est-a-
. 5 .

dire (x', y'll e G, ce qui montre que Gt est ouvert dans Xx X .

C.Q.F.D.
PROPOSITION 3.
Si X' est un sous-ensemble convexe de Rz et si
pt X > X* est & valeurs convexes, les hypothéses

i .
~ P” est sci sur X

-V xe X, Pl(x] est ouvert dans X-

¥ impliquent 1'ouverture dans Xx X© du graphe de pt.

Démonstration.

En vertu du résultat précédent, il suffit de démontrer

gue VY yl e X*, [Pll—q(le est ouvert dans X. Soit donc x € (Pll_ql[yll.
i i

vt e PY(x) et comme précédemment, si X~ est de dimension P,

y:L appartient & 1'intérieur relatif ir(conv(ylo, yl1,..., ylpJ] d'un
p-simplexe dont les sommets ylo, qu,..., ylp appartiennent a P (x).

Soient d’'une part Vlo,..., VP des voisinages (dans Xl]
de chacun des points ylo, qu,..., ylp tels que : y’1 eVlk Vk=20...p
=> les points .y’lo,y'l1,..., y’lp

yi € ir(conv[y’lo;..., y'lp]]J

sont affinement indépendants et

(1) L'intenieur nelatif d'un sous-ensemble convexe de R¥ est 1'intgrieur
de cet ensemble pour la topologie induite par la topologie de R
sur la variété linéaire affine engendrée par 1l'ensemble. Pour la défi-
nition et les propriétés de cette notion, voir Rockafellar (13970).
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Soient, d'autre part, du fait de la semi-continuité infé-

rieure de P, U'C, Ulq,..., U™P  des voisinages (dans X) de x
vérifiant pour tout K = 0,..., p
x' et = Py nv K ¢
Pk ‘
Si alors X'e n U et si, pour tout k = 0,...,p
, k=0
y'lK e PT(x') n Vlk, on a
vyt e iTlconviy®®, . vh, v'PYY c PR Ix")
de sorte que :
p A
no e by
k=0
. i.-1, 1
ce qui montre que (P~) (y~) est ouvert dans X.
C.Q.F.D.

On notera bien gue dans la démonstration de la proposition pré-

cédente, la définition des voisinages (dans Xl) Vlo,..., viP des
points ylo, qu,..., ylp de P1(x) tels que y1 appartienne a l'inteée-
io

rieur relatif du simplexe de sommets y'"~ , y'lq, . y'1p dés que

chacun des y'lK appartient a
et Xll sont de méme dimension.
dans X1

ment faux de croire que toute correspondance

valeurs convexes est fortement semi-continue,

i

joue ainsi un rdle fondamental.

VlK n'est possible que parce que P (x)

Pl

~

L*'hypothése que est a

Il serait d'ailleurs triviale-
Pt i X > x© et

=

sci a
c'est-a-dire vérifie

i

valeurs ouvertes

Y y1 e X7, (P J_q(le est ocuvert dans X.

La proposition 1 est connue depuis longtemps. La propesition 3 nous

a été suggéré par B. CORNET.

La proposition 1 montre qu'il suffit, dans les conditions d'exis-
tence de 1'équilibre transitif, de remplaoer 1’hypotheése H2 par l'ouverture
dans X des valeurs des correspondances pt pour retrouver la condltlon tra-

ditionnelle d’'ouverture (dans‘X x X*) du graphe des. correspondances pt
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Puisque la condition: H3 se confond alors avec la convexité des valeurs
des correspondances Pl, la proposition 3 montre qu'il en est de méme si les
résultats d’'existence d'un équilibhre obtenus dans le chapitre III sont

appliqués & 1'équilibre transitif.

Dans le cas de preéférence non transitives et totales, le rempla-
cgment de 1l'hypothese H'2 par 1l'ouverture des valeurs des correspondances
P et le remplacement de 1'hypothése'H'3 par la convexité desvaleurs de
Pi impliquent conjointement avec H1 1’ouverture dans Xx Xi du graphe des

i
correspondances P~.

L'affaiblissement des propriétés de continuité ohtenu dans le
chapitre III garde son intér&t pour 1'existence d'un quasi-équilibre, et
si les correspondances de préférence, tout en vérifiant 1'hypothése H’B,
ne sont pas a valeurs convexes. Bergstrom, Parks et Rader (1976) construisent,
par exemple, des préférences dont toutes les valeurs ne sont pas convexes
mais qui vérifient H’3, fortement sci et & valeurs ocuvertes, dont le

graphe n'est pas ouvert.
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ANNEXE 11

EQUILIBRE INTRANSITIF ET OPTIMUM

Les notations utilisées dans cette annexe sont celles du

chapitre III.

‘Spit E = ([Xl, Pl, wh) Y) une économie

i=1,...,m"
d'échange pour Laquelle on suppose que Les préferences des consomma-
. mo . . ‘
tews P 1 X > x' ne dépendent pas des prix. On peut définir sur
J=1

1'ensemble des allocations réalisables de E diverses notions de
"dominance” gui déterminent autant de définitions de 1'optimalité au

sens de Pareto.

Proposons ici comme conditions alternatives de la domd-

nance de l'allocation réalisable x par 1'allocation réalisable x

1.vieI={1,....m}, x'" eP(x)

2.¥i eI, x'T e PI(x) et eI , %' e P (x)
i N

3.¥1i e I, x' € Plix)

4.9i €I, x'm e Plx) et 33e1 , x'Jeplix

Une allocation réalisable est un optimum de Pareto (au sens
1, 2, 3 ou 4) si elle n'est dominée (au sens 1, 2, 3 ou 4) par aucune:

autre allocation réalisable.

La définition 2 coincide avec la définition habituellement
adoptée gquand les correspondances Pi sont les correspondances asso-
ciées aux relations strictes de préordres totaux sur les ensembles de
consommation Xi, indépendants des consommations des consommateurs

j # 1 et vérifiant certaines conditions de continuité.

Il en est de méme de la définition 4 si les préordres to-
¥ Id
taux sont convexes, c'est-a-dire si les correspondances Pl et PT coincident.
La définition 1 est la définition retenue par Gale et

Mas Colell (1S877).
o/
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On remarquera que la dominance-1 impligue la dominance-3,
gqui implique elle-mé&me la dominance-4, et que la dominance -1 implique

la dominance - 2, qui implique elle-méme 1la dominance - 4,

I1 en est de méme,en sens inverse, pour 1l'optimalité pour
laguelle on a les relations

_~ Optimal au sens 2 => optimal au sens 1

optimal au sens 4 ~
optimal au sens 3 => optimal au sens 1

L'existence d’un optimum au sens 3 (et donc au sens 1)

peut &tre démontrée sous des conditions faibles

PROPOSITION 1.

1, wl). , Y) admet un

L'économie E = ((X%, P _
i=1,...,m

optimum au sens 3 si

. i . e
a) vi = 1,...,m, X est fermé, convexe, borné inférieure-

ment (pour 1l'ordre sur R2 produit des ordres naturels

sur R )
b) ¥vi = 1,...,m, PT est sci sur X
. i i
cl Vi = 1,...,m, et ¥x € X, x ¢ conv P (x)
mo mo
dl] ¥ w e T X -Y
i=1 S i=1

Démonstration.

m . .
L'ensemble X = {x € X/ I x* e {zw'} + Y} est non-

vide en vertu de 1'hypothése d); on sa%%1qu'il est convexe et compact

dans le. La correspondance P : % + X définie par
~ : N
P(x) = {x' € X/x'"" e P'(x) , Vi = 1,...,m}
vérifie les hypothéses du corollaire 1 de la proposition 11 du chapitre
I1 existe x tel que P(X) = ¢; il est un optimum de Pareto au sens 3.

C.Q.F.D.

La demonstration d’une proposition d'existence pour un
optimum-4 nécessite des précautions pour assurer, sans hypothése de
transitivité, les propriétés de convexité de la correspondance P’

définie par :

N\
PI(x)}

>

Pr(x) = {x'e X/ x'""eP (x) VielI et Hje I, x'Je

e
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On a par exemple :

PROPOSITION 2.

. . i i i .
L’économie E = ((X", P7, w’ ], , Y) admet un opti-
i=1,...,Mm
mum au sens 4 si
\ i i P
al) ¥i = 1,...,m, X est fermé, convexe, borné inférieure-

ment (pour 1l'ordre sur R2 produit des ordres naturels

sur R
. i N
b) ¥vi = 1,...,m, P est sci et a valeurs ouvertes sur X

. i N
,c) vi=1,...,m, P est a valeurs convexes et Vxe X,

m m
dl T w € I X -Y

Démonstration.

Comme précédemment X est convexe et compact dans Rgm et

P' est sci.

si x'P e pPrx) et x"t e PL(x) et si z =Ax'T 4 (1 - A)x"T

il existe € > O

. A
tel que qj(x”l, e) ¢ P'(x) et e' >0 tel que 1l'image, par l'hgmo—’
thétie de cent?e zi et ge rapport %%),7gg§Ltout point de qjﬁi'l; e )
soit/gpntenue dans qj(x”l. e). De x'TeP(x), on déduit que

i 71 . N
z e P7(x), ce gqui montre que P’ est & valeurs convexes.

Comme pouf tout x de X, ona: x d P'(xJ), on en

déduit 1l'existence de x tel que P’'(X) = ¢. C..F.O

-

Les propriétés d'optimalité de 1'équilibre tel qu'il a été

défini dans le chapitre III sont exprimées dans la propriété suivante :

PROPOSITION 3.

i i
, W),

1=1,...,m’Y]‘

soit (p, X, y) un équilibre de E = ((X%, P

% est un optimum de Pareto au sens 4 (et donc au sens 1, 2
et 3). Bien plus, il n’existe pas de sous-ensemble J de I,

de systéme de nombres strictement positifs [el)iej

s
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et d'allocation x vérifiant
N ‘ -

TePM(X) Wied et 3ied, x'JePI)

(1) x’

(2) = ot (x'i - mi] ey
i€J

Démonstration.

] m .
Soient en effet, J, [el]iej et x € II x* vérifiant les
i=1

relations f1] et (2). On déduit facilement de (1)

— 1 i

D.ox't 2Pt Vi-eJd et p.x'd > p.wd
Par sommation sur i1, o©n a :
5:i§j ot (x't - wh) > 0, ce qui est contradictoire avec

1'appartenance de p a YO.

C.Q.F.D.

La deuxieme partie de la proposition 3 signifie qu'un
équilibre de E est un élément du coeur de 1'économie E pour la

relation de dominance 4.

=

La possibilité d'associer & tout optimum de E un
systéme de prix tel que 1'allocation optimale socit une allocation d’équi-
libre dans 1’économie déduite de E par une redistribution des ressour-
ces donnant & chaque consommateur, pour ressource initiale, sa compo-
sante dans l'allocation optimale est démontrée sous des conditions sur

E gqui sont précisées dans la proposition suivante et son corollaire :

PROPOSITION 4. (Gale et Mas Colell - 1977) (1)

Soit. E = ((X7, P7, w ]i=1. n’ Y}. Sous les hypothéses :

a) vi = 1,...,m. X1 est convexe
. i i i
b) Vi = 1,...,m, V¥x € X, P (x) est convexe et x ¢ P (x)
» . PRI i 1
cl ¥i = 1,...,m, V¥x réalisable x~ e P (x)

(1) La propdsition 2 dans Fon et Otani (1979) est impliquée par ce
résultat.

o/
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Si x est un optimum de Pareto au sens de la définition 1,
il existe P e S n Y° tel que (p, X, 0) soit un guasi-

équilibre de 1'économie E' = (X, P, ;1)i=1 o Y],

Si de plus, pour tout i = 1,...,m, & (p) # ¢ et si les

Pt vérifient 1’hypothése de continuité
vy eP (x) et zte xt = I, D<A <1, Ay (1-028 e PH(x)

(p, X, 0) est un équilibre de E' .

Démonstration.

‘Définissons en effet, pour tout i = 1,...

7t = {z' ¢ Rz/;l + 28 e PYXIY et 7 -

m,
i

m
T Z

i=1
Z est non vide (hypoth&se c)) et convexe (hypothéses a)

m I3
et b)). ZnY=¢ car yz €ZnY implique

i=1
S i i
L(x7 +z27) e ({Zw} +Y)+Y)a{w} +V
i=1
ot Xiezh @ PO, Vi=,..e0, M ce qui est

contradictoire avec le fait que x est un optimum de Pareto au sens de

la définition 1.

Appliquant alors le premier théoréme de séparation aux
ensembles convexes Z et Y et en tenant compte de ce que Y est un

cBne convexe Fermé de sommet O contenu dans 1'orthant négatif (- Rf],
on a : Jpes, p.y<o0 Y eY et p.z20 VYze?Z

Si on remarque que 1'hypothése c) impligue, pour tout

Jg= 1 ...,m 0 € YJ, on déduit alors de ce qui précéde :

Vi= d.om, x'T e PP = x T -Xe 7 = Tuxel 2 b
m .
ce qui montre que (p, x, 0) € ((SnY°) x T X' x Y) est un quasi-
i=1

éguilibre de E' .

Si, de plus, pour tout i = 1,...,m,
i— i di— i = i —— .
§7(p) = {x" e X'/p.x" < p. w =p.x"} est non vide, sous
1'hypothése de continuité indiquée pour les Pl,

i i

x'T e PT(X) = pux't s P.X

ce qui montre que (p, x, o) est un équilibre de E' .
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Corollaire 1.

La proposition 4 reste vraie pour un optimum au sens de la
définition 3 (et a fortiori pour un optimum au sens de la

définition 4), sil’hypothése c) est remplacée par

c') Vi = 1,...,m, V¥x réalisable, P (x) # ¢

Démonstration.

I1 suffit d{sppliquer la proposition 4 & 1'économie

Er = c(xt, pL,ueh) Y).

i=1,...,m’
Un optimum de E au sens de la définition 3 est un optimum de E” au sens

de la définition 1. C’est donc un quasi-équilibre (ou un équilibre) de

i D -i
E” =((X", P, x ]i=1 o’ Y) et, a-fortiori, un éguilibre
de E' = ((X%, PT, %), _ , Y.
i=1,...,m

C.Q.F.D.

On notera, pour terminer, que si les préférences dépendent
des prix, on peut bien définir, comme le suggére Arrow-Hahn (1971 ), des notions

de dominance pour un systeme de prix p : x'p-domine x si

1. VieI, x'" € P (x,p)

2. VieI, x'* ¢ PY(x, p) et 3 1, x'epPdix, p)
. ~
3.0VieI, x'T e Px, p)

. P N
4. VieI, x'7 € P (x, p) et aj eI, x'7e Plix, p)

et les notions correspondantes d'optimalite de Parefo conditionnée au
i
W) , Y)

i=1,...,m
est alors un p-optimum de E aux sens 1, 2, 3 et 4 mais la proposition 4

systeme de prix p. Un équilibre (p, x, y) de E = ((xt, P,

et son corollaire ne permettent pas d'associer & un p-optimum x de E
un systéme de prix p pour lequel (p, x, o) soit un équilibre de

e o= (oxE, et i v).

i=1,...,m’



Ensembles

X € A

{x}
{X,¥sZyuenl

{xe A/Px)}

¥ xeAP(x)

1 xeA, P(x)

A\B

u A
iel

n A
iel

A x B
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LISTE DES SYMBOLES MATHEMATIQUES

e ————— ey

x est un 2lément de 1'ensemble A; x appartient a A
x n'appartient pas a A

tout élément de 1'ensemble A est un élément de 1l'en-
semble B; A est {ncfus dans B, A est un 40ub-
ensemble de B

"AcB et Bc A

ensemble vide; ensemble qui ne contient aucun &lément
ensemble dont x est le seul é&lément
ensemble dont les éléments sont x,y,z,

ensemble des €léments x de A qui vérifient 1la

propriété P (x)
pour tout x de A, la propriétéf?[x] est vérifiée

il existe x dans A ‘telle que la propriété P(x) soit
vérifige
neunion des ensembles A et B , ensemble dont tout

élément appartient 3 A ou & B

intersection des ensembles A et B, ensemble dont tout

élément appartient &8 A et & B

si A est un sous-ensemble de X, ensembie des éiéments
de X qui n’appartiennent pas & A; complimentaire de A

dans X .

ensemble des éléments de A qui n'appartiennent pas

a B

si (Aljiel est une famille d'ensembles, ensemble dont
tout élément appartient & 1'un au moins des A~

N i

ensemble dont tout élément appartient & tous les A

produit cantésien des ensembles A et B, ensembles des

couples ordonnés (a,b) d'un élément de A et d’'un élément

de B
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m 5 . .
-HqA ensemble des m-tuples ordonnés (aq,az, ..., @) avec at €A,
l: »
Vi = 1,....m; prodult carntésdien des m ensembles A
N ensembles des entiers naturels {1, 2, ... }.
Applications
f: A->B est une application de A dans B si & tout x de A
correspond par f un et un seul élément de B : f(x).
On écrit aussi : x = f(x]
F_1[D] si D0 est un sous-ensemble de B, F_q[DJ = {xe A/f(x)e D}
‘est 1'4mage imverse par f de D
f_q(y) image inverse de y par f, {xeA/y = f(x)}
f(C) si C est un sous-ensemble de A ,
f(C) = {y e B/y = f(x), x € C} est 1'4mage par f de C
f/C si C est un sous-ensemble de A, restriction de f a C,
c'est-a-dire application de . C dans B définie par
f/c[x] = f(x]
I, application Ldentique de A définie par :
IA[x] = X
Si f: A>B et g : B - C sont des applications
gof : A > C application composée de f et g définie par
(gof) (x) = g(f(x))
Si f est injective (Ff(x) = fly) = x = y)
et surjective (Yy € B, Ix ¢ C F(x) = y)
-1 . ] . B -1
f B> A application inverse de f définie par : f (y) = x
avec flx) =y
Correspondance
2 (A) ensemble des parties de A, ensemble dont tout élément est
un sous-ensemble de A
f: A>B est une conrespondance de A dans B si & tout x de

A correspond par ¥ un et un seul sous-ensemble de B
¥ (x). On écrit aussi : x -~ ¥(x). f est une applica-

tion de A dans #(B).
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Lf’_qu] image inverse de y par £, {x € Aly ef(x)}
f[C] si C est un scus-ensemble de A,
P(C) = {y € B/y € ¥(x), x € C} est 1'dmage par ¥
de C
%+(DJ \ si D est un sous-ensemble de B
YD) = {x e A /V¥(x)cD}
¥ (D) (D) = {xeA/¥(x)nD=Z ¢l
- _ 1
si yeB, ¥ ({yh =Y (y).
¥ /C ~s1 C est un sous-ensemble de A, Y}C est la corres-

pondance C » B définie par : ‘¥

/C(x] = f(x); c'est la
nestrietion de Pac

G_? ghaphe de ¥, {(x,y) e AxB/ye Fix)}

Relations

Si R est une nelation binaire sur un ensemble X,
définie par son graphe(;R = {(x, y) e XxX/(y R x},
identifier R & la correspondance de méme graphe conduit
a poser :

R{x) {y € X/y R x}

R Tix) {y € X/x R y}

D’autre part, & R oan associe :

P partie asymétriquede R : xPy <=> xRy et non yRx

et 8 P, si X est un sous-ensemble convexe d'un espace vectorielE :
yﬁx <> Jze X et A, 0<A<1, zeP(x) et

y = Ax+ (1 - Az

o

Droite réelle

R gnsemble des nombres réels
R ensemble des nombres réels = 0
Si A est un sous-ensemble de R,

sup A borne supérieure stricte de A = plus petit des majorants
de A; x 2y VyeA= x >supA

inf A . borne inférnieure strnicte de A = plus grand des minorants
de A; x <y YyeA=x<inf A

max A plus grand eLément de A

min A plus petit élement de A
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Si A est un ensemble B un sous-ensemble de A

>

et f : A~> R une application de A dans R

sup f(x) sup {y e R/y = f(x), x € B} = sup f(x)
xeB i xeB
inf f(x) inf {y e R/y = f(x}, x € B} = inf f(x)
xeB xeB
max f(x) max {y ¢ R/y = f(x), x € B} = max f(x)
xeB XeDB
min f({x) min {y e R/y = f(x), x € B} = min f(x)

xeB xeB

Espaces topologiques, espaces métriques

Soit X un espace topologique, x, x ~des éléments de X,

A un sous-ensemble de X

Uix) systeme des voisinages de x, c'est-a-dire des sous-
ensembles de X contenant un ouvert (de X) contenant x

A adhérnence de A = plus petit sous-ensemble fermé de X
contenant A

o

A ou i(A) Anterdleun de = plus grand sous-ensemble ouvert de X
contenu dans

F.(AY frontiene de A = A\ i(A)

(x™) suite d’'éléments de X

(x"N suite pantielle (q = 1, 2 ...) extraite de la suite
(x")

x> x x est la Limite de la suite (x"); la suite (x") converge
vers X
Si X est un espace métrnique ., si d est la distance
sur X et si r est un nombre réel positif

Bo(x, r) boule ouvernte de centre x et de rayon r =
{y e X 7/ d(x, y) < r}

B%[x, r) boule fermée de centre x et de rayon r =
{y e X /7 dlx, y) £r}

dix, A) - distance de x a £'ensembfe A = inf d(x, y)

yeA



-123-

Si f est une application de l'espace topologique X

dans R,
support de § = adhérence (dans X) de 1l'ensemble

{x e X/ f(x) > 0}

supp T

*

Espaces vectoriels, espaces vectoriels topologiques

(s}

Soit E un espace vectoriel réel, a-, . aP  des

E, A, B, Al des sous-ensembles

R

¢léments (ou points) de

de E, X, u, At des €léments de

A+ B "{z e E/z=x+y, x € A, y € B}
A-B {z e E/z=x-y, x €6 A, y € B}
AA + 1B {z ¢ E/z=2x+uy, x € A, y € B}
. ) . . . ‘
p i - i i i _
. XiA {z ¢ E/ 2 'Z Aix , X € AT, Vi a, 1 .p}
. i=o
i=o
o 1 p o 1 p
conv ({a~,a',...,a"}) polyedre convexe de sommets a , a , , a;
p .
ensemble des combinaisons convexes I »Aial: Ai z 0,
' i=o
p
X, =1
. i
i=o
conv. A enveloppe convexe de A; plus petit sous-ensemble convexe
de E contenant A -
E” duak algébrique de E, espace vectoriel des {oxmes
Linéaines sur E
S1 E est un espace vectoriel topologique
E’ dual topologique de E, espace vectoriel des formes
linéaires continues sur E '
Si P est un c8ne convexe de sommet 0 dans E,
p° cone polaire de P {p € E' / p(x) <0 V x ¢ P}
Si P est un céne convexe de sommet O dans E'
p° cone polaine de P = {x € E/plx) <0 V¥p e P}
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Espace Euclidien de dimension 2

RQ

ao

iT(A)

FT(A)
r

espace vectoriel de 2-tuples ordonnés (xj, X2, ceas Xl]

d'éléments de R

Si x et y appartiennent a RQ

nomme euclidienne de x; || x || = ¥x.x
boule unité = {xeR*/ x| < 1}
sphore unité = {x < R*/ ||x|| = 1}

On sait qu'on peut identifier RZ, (RQ]* et [RQ]'. En

conséquence, si P est un cdne convexe de sommet O dans

R2

i

cone polaire de P {xeRl/p.x <0 VYpe P}

Per¥p.x <0 Vxep?

double polaire de P

Si A est un sous-ensemble convexe de Rl, soit VI(A) la
varniete Lintaine affine engendrée par A, c'est-a-dire la
plus petite variété linéaire affine de RQ contenant A.
internieune nelatif de A = intérieur de A pour la topologie
induite sur V(A) par la topologie de rR*

frontitne nelative de A = A\i'(A).
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