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bonne et mauvaise spécifications, les démarches ascendante et descendante,
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stratégies, et terminons par les problémes de maintenance des modéles.
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We present the main principles of the econometric modelling using the recent
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1 INTRODUCTION

Prévoir ce que sera ’économétrie dans dix ans est une tache tout a fait hasardeuse
et il a paru préférable dans cet exposé de placer quelques reperes permettant
de mieux comprendre les évolutions récent'es des méthodologies économétriques.
Pour un observateur extérieur cette évolution se résume certainement en une
suite d’apparitions de technologies d’estimations et de tests, accompagnées de
leurs sigles et leurs logiciels d’application. Il en retiendra quelques termes :
cointégration, GMM, englobement,.... Pourtant ces technologies ne sont que les
sous-produits d’une réflexion plus profonde sur ce que sont les modeles et sur
Putilisation qui peut en étre faite, et c’est ce point que nous nous proposons de
développer.

L’ensemble de la démarche économétrique, et plus généralement celle de statis-
tique inférentielle, repose sur un postulat. Les données disponibles correspondent
4 un processus aléatoire, souvent appelé le processus engendrant les données
[DGP), et pouvant étre résumé par lintermédiaire d’une distribution de proba-
bilité. Celle-ci est évidemment inconnue, et le but des méthodes économétriques
est toujours d’utiliser les données afin d’obtenir une information utile sur ce pro-
cessus. Les modéles, et les méthodes statistiques qui leur sont associées, sont des

moyens de répondre partiellement & cette recherche d’information.



De fagon a conserver une présentation la plus simple possible, nous assimi-
lerons les données potentielles a des valeurs de certaines variables (vectorielles)
y: indexées par le temps t € Z, et supposerons (sauf dans quelques exem-
ples illustratifs) que le processus sous-jacent est stationnaire. Le DGP est alors
complétement caractérisé par la loi conditionnelle de y; sachant I’ensemble des
valeurs passées y,_;= {yt-1,Yt~2, ...}. Nous 'assimilons 4 la densité correspon-

dante et notons celle-ci :

DGP: ¢, (yt/h>' (1)

Les hypothéses qui viennent d’étre faites : existence d’une loi, stationnarité
du processus, existence d’une densité, ne seront jamais remises en cause dans
la suite du texte. Il s’agit d’un exemple de jeu d’hypothéses minimal permet-
tant de développer une démarche statistique compléte. Evidemment cet ensemble
d’hypotheses reste peu contraignant et en particulier apporte peu de renseigne-
ments sur la forme de la loi £, . Celle-ci appelée dans la suite vraie loi est en
fait totalement inconnue.

D’autres jeux d’hypothéses pourraient étre introduits, en particulier per-
mettant I’existence de dynamiques non stationnaires, la présence de variables
discrétes repérant des régimes... Nous restons pour la présentation dans le cadre
précédent.

Le choix de données temporelles, sans distinction a priori de variables exogeénes

n’est évidemment pas innocent. C’est en effet souvent dans le cadre des appli-



cations macroéconomiques ou financiéres, fondées sur des modeéles de séries tem-
porelles autorégressifs, que se sont développées les nouvelles démarches. Ceci
s'explique certainement par la faiblesse relative des théories structurelles dans
ces domaines, théories qui notamment apportent peu d’information sur les dy-
namiques a retenir, par la complexité des dynamiques réelles qui conduisent a con-
sidérer avec prudence les résultats déduits de formulations dynamiques linéaires.

Nous commencerons dans le paragraphe 2 par rappeler 'optique tradition-
nelle des modeéles ou des parameétres bien spécifiés, et la démarche du général au
spécifique de recherche de tels modéles.

Le paragraphe 3 est consacré a ’'analyse de modeéles mal spécifiés, a la recherche
de Pinformation qu’ils apportent, et a I'intérét qu’il peut y avoir a analyser si-
multanément plusieurs modeéles de ce type [théorie de I'englobement].

Les deux paragraphes suivants sont consacrés aux utilisations de modeles en
tant qu’outils utiles. Dans le paragraphe 4, nous discutons l'intérét d’introduire un
modéle auxiliaire mal spécifié simple pour analyser un modéle bien spécifié com-
plexe [théorie de l'inférence indirecte], et dans le paragraphe 5 des modeles mal
spécifiés pour construire des classes de stratégies [contriles en macroéconomie,
stratégies de couverture ou de valorisation en finance], dans lesquelles on cherchera
la stratégie estimée préférable.

Finalement dans le dernigr paragraphe nous discutons les problémes de main-

tenance des modeles.



2 BONNE SPECIFICATION.

2.1 Modeéle bien spécifié.

Historiquement la recherche d’information s’est appuyée sur la notion de modele
bien spécifié. Nous nous plagons dans un cadre paramétrique, ou un modele (M)
est défini comme une famille de lois conditionnelles possibles pour y; sachant

y:—1 indexée par un paramétre § , de dimension p . Nous avons donc :

(M) = {{(y:/y1-1;0),0 € O} (2)

Ce modele est supposé bien spécifié si la famille de lois précédentes contient

la vraie loi inconnue, c’est-a-dire s’il existe une valeur 6y du parametre telle que :

36, : fo(yt/h) = E(yt/&i§ 0o)- (3)

Si de plus il existe une seule valeur satisfaisant cette condition (on dit alors
que O, est identifiable), on peut assimiler vraie loi inconnue et vraie valeur
inconnue du paramétre. Rechercher la vraie loi revient alors a rechercher la
valeur 6y . Il existe pour cela diverses approches dont la plus connue est la
méthode du maximum de vraisemblance (Wald (1949)). Celle-ci consiste a

/\ . . .
rechercher la solution 7 du probleme de maximisation :

T

A

0r = Arg max >~ Log £(y:/ys-1;9). (4)
=

1

On peut en effet établir que dans un cadre de bonne spécification ’estimation

A
61 tend vers la vraie valeur inconnue 6y, lorsque le nombre d’observations tend



vers l'infini, et constitue donc une bonne approximation de cette valeur dans les

grands échantillons.

2.2 Du général au spécifique.

Comment en pratique mettre en évidence un modéle bien spécifié (ou approxima-
tivement bien spécifié) et suffisamment structuré ? L’approche dite du général au
spécifique (ou descendante) est une réponse a cette question. L’idée est de par-
tir d’un modéle (Mp) suffisamment peu contraint pour que la condition de bonne
spécification apparaisse plausible. Dans le cas de séries temporelles macroéconomiques,
on considére généralement que les modéles vectoriels autorégressifs peuvent jouer
un tel role. L’inconvénient de ce modéle de base est qu'il comporte souvent de
nombreux paramétres, connus de fagon peu précise, et difficilement interprétables
d’un point de vue économique. On va donc par une succession de tests essayer de
détecter des contraintes interprétables que pourraient satisfaire ces parametres,
ou de facon équivalente la vraie loi sous-jacente. Ainsi dans le cas de séries
macroéconomiques, on commencera par séparer les séries ou les combinaisons de
séries stationnaires de celles qui ne le sont pas [cointégration], puis on distinguera
dans la dynamique relations de long terme et écarts a cette relation [modeéle a cor-
rection d’erreur]. On pourra ensuite traiter les processus résumant les ajustements
en étudiant leurs liens de causalité, leur sensibilité aux chocs [codépendance].

D’un point de vue pratique ces études se rapprochent d’analyses factorielles ap-



pliquées dans des contextes dynamiques, et la démarche du général au spécifique
est sous-jacente & tous les modeéles & facteurs [voir par exemple Anderson (1958),
Gouriéroux-Monfort-Renault (1993)]. D’un point de vue théorique simplifié, cette
démarche peut-étre vue comme une succession de procédures de test. On com-
mence par introduire divers sous-modeles My, My, ..., M1 K, correspondants
3 des idées structurelles analogues, mais ne concernant pas les mémes variables
ou paramétres ; on recherche alors lequel de ces sous-modeles apparait le mieux
spécifié, par des procédures souvent de type tests de Wald. Soit M, , le sous
modéle retenu. On introduit alors divers sous-modeles de M; g, correspondant
3 d’autres idées structurelles proches M, ,...., M2 k,, et on recherche celui de
ces sous-modeles qui apparait le mieux spécifié, disons Mk, . Et ainsi de suite
jusqu’a la premiére étape pour laquelle My k,,, apparaisse véritablement mal

spécifié, et on retient alors le modéle précédent My, .



Schéma 1 : Du général au spécifique




La démarche précédente apparait cohérente, mais est en fait difficile & mettre
en oeuvre de facon rigoureuse [voir cependant Monfort-Rabemananjara (1990)
pour une application a la boucle prix-salaire]. En effet elle ne dit pas comment
a chaque étape sélectionner les divers modéles qui vont étre mis en compétition
[IIs le sont souvent en fonction des idées du modélisateur sur par exemple les com-
portements des agents, les variables pouvant étre considérées comme prédéterminées...],
comment effectuer les tests en tenant compte des erreurs résultant des tests mis en
oeuvre précédemment. De plus le choix du modéle initial (Mp) n’est pas aussi sim-
ple que nous ’avons dit. Ainsi retenir un modéle vectoriel autorégressif présuppose
Pexistence d’une dynamique principalement linéaire, et il s’agit d’une hypothése

qui mérite d’étre elle-méme testée.

2.3 Parameétre d’intérét et approches semi-paramétriques.

La difficulté de trouver une bonne spécification paramétrique de la loi inconnue
a conduit depuis tres longtemps a contourner le probléme en insistant sur le fait
que tous les aspects de cette loi n’étaient pas importants et que certains I’étaient
forcément beaucoup plus que d’autres. On est alors amené a préciser quels sont
les résumés de la lois (ou les sous-paramétres) intéressants, et a ne rechercher une
bonne spécification que pour ces résumés. Cette démarche a été suivie dés les

débuts de I'’économétrie ol 'accent a été mis sur les résumés que constituent les



prévisions de y; conditionnelles a I'information y;_; disponible a la datet—1. On
introduit alors une notion de modéle semi-paramétrique a l'ordre 1 en considérant

un ensemble paramétré de formes fonctionnelles :
(M) = {m(yi1;0),a € A}, (5)
modéle qui sera ensuite supposé bien spécifié :

Jdag :g} (ye/yi=1) = m(Ys—1; o) (6)

Si une telle valeur ag est unique [condition d’identification au premier ordre],
elle donne toute l'information sur la vraie forme inconnue de la moyenne condi-
tionnelle. Le modéle est semi-paramétrique au sens o la connaissance de oo ne
permet évidemment pas de connaitre ’ensemble de la loi £, inconnue.

Lorsqu’on dispose d’un tel modéle semi paramétrique a 1’ordre 1, bien spécifié,
il est possible de déterminer de fagon approchée la vraie valeur ap . Ceci peut
étre fait en appliquant une méthode de moindres carrés non linéaires, c’est-

a-dire en cherchant la solution :

. T
ar= Arg Irgn Z [yt — m(Yi-1; a)]2 ) (7)
t=1

dont on sait qu'elle converge vers ag [Jennrich (1969), Malinvaud (1970)], ou
d’autres méthodes comme celles du Pseudo-Maximum de Vraisemblance intro-
duites par Gouriéroux-Monfort-Trognon (1984).

Trouver une bonne spécification peut étre partiellement traité par une ap-

proche du général au spécifique portant seulement sur la moyenne conditionnelle.
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Dans cette démarche les procédures de test doivent étre appliquées sans faire
d’hypothéses fortes sur les autres aspects de la loi et en particulier sur la forme de
la variance conditionnelle. Ceci explique I'importance de toutes les méthodes de
correction d’hétéroscédasticité conditionnelle [White (1980), Newey-West (1987)].

Une telle approche semi paramétrique introduit cependant une nouvelle dif-
ficulté, qui est la nécessité de préciser dés le début quels sont les résumés (et les
parameétres) d’intérét. En fait cette difficulté est positive au sens ou elle oblige
avant toute étude a préciser quel est le but de celle-ci. Ce fut le grand apport
de Darticle de Hansen (1982) de montrer que les résumés intéressants n’étaient
pas pour certains types de problémes de simples fonctions de prévisions des y; -
En fait, des théories de comportement intertemporel optimal en environnement
incertain, on déduit généralement des conditions du premier ordre [conditions

d’Euler] qui sont du type :

E {9(ver peoz; @0) fyea } = 0, Yys-1, (8)

ou ¢ est une fonction donnée et o une vraie valeur inconnue d’un parametre.
Les fonctions ¢ s’introduisant naturellement ne peuvent en général s’écrire sous
la forme :

9yt ye—1; @) = Yo — m(Ye-1; @), (9)
ce qui nous raménerait a des modéles semi-paramétriques fondés sur les fonctions

de prévision. Il y a de plus définition jointe de la valeur ¢« et de la contrainte

11



dite estimante dés que la condition d’identification ci-dessous est satisfaite :

Fayg :é;' [g(yt,&l; ao)/gﬂ] =0. (10)

Une telle valeur inconnue o« peut alors étre approchée en cherchant la

solution d’un probleme du type :

!

T
ar= Argmin, 2_3 (ye=1) 9(yt, ye—1; @ )] Q

[ZT: 2(ye-1) 9(ye, Yer; @ )} , (11)

t=1

ol ) est une matrice symétrique positive de taille adéquate définissant la métrique
et ou z (yt__l_) sont des fonctions données des variables passées : les variables in-
strumentales. Ces méthodes d’estimation sont dites des moments généralisés
[GMM] (Hansen (1982)) et généralisent les approches par variables instrumen-
tales et doubles moindres carrés introduites dans les années soixante pour traiter

le probleme des équations simultanées (Sargan (1958)).

3 MAUVAISE SPECIFICATION.

3.1 Pseudo valeurs vraies.

Nous nous plagons pour simplifier dans le cas de modéles paramétriques. Un tel

modele :
(M) = {£(ys/y:-1;0),0 € O} ,
est dit mal spécifié s’il ne contient pas la vraie loi inconnue.

(M) mal spécifié <= bo(ys/ye1) ¢ {€(ye/ye-1;0),0 € O} (12)

12



L’étude de tels modeéles ne peut se faire dans I’absolu. Il faut en fait préciser
deés le début quelle méthode d’estimation on envisage d’utiliser pour obtenir une
valeur du paramétre (voir paragraphe 5). Nous retiendrons pour la présentation de
ce paragraphe la méthode du pseudo maximum de vraisemblance. L’estimateur

est défini par :

T
br=Arg max - log £(y:/yi-1;0) - (13)

t=1

On peut montrer que cet estimateur converge vers une limite donnée par

(White (1982)) :
lim /éT: 6*(bo) = Arg max £ log £(y:/yi-1;0) - (14)

Cette limite, qui dépend de la vraie loi inconnue, est appelée pseudo valeur
vraie. Notons qu’une notion de valeur vraie n’existe pas dans ce contexte de
mauvaise spécification. Comment s’interprete cette pseudo-valeur vraie 7 Il est

facile de voir que :

6*(€o) = Arg max ? log £(y:/y:—1;0)

1
_ Arg min F log —2¥1/¥z) 15)
g mnGs gﬂ(yt/yt__l; )’
et que la quantité :
fo(yt/_yt_-l)
KLIC(o,£s) = %‘3 logf(_y@ ) (16)

appelée critére d’information de Kullback-Leibler est une mesure de proximité
entre les lois conditionnelles £, et £, .

13



to

Schéma 2 : Pseudo valeur vraie

(ye/ys-1;0(4o))
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Ainsi la pseudo-valeur vraie §*({o) est telle que la pseudo-loi vraie £(y:/y:—1;0*(4o))

est la loi conditionnelle de (M) la plus proche de la vraie loi conditionnelle incon-

nue au sens du critere précédent.

Il est important de noter que la pseudo-loi vraie dépend a la fois du modéle

(M) et de la méthode d’estimation retenue, ou de fagon équivalente du modele

(M) et de la mesure de proximité entre lois retenue [voir paragraphe 5].

Dans une optique de mauvaise spécification, la bonne question est quelle in-

terprétation donner a la quantité réellement recherchée, c’est-a-dire a la pseudo-

valeur vraie 7 Il s’agit d’un probléme difficile qui est bien illustré par ’exemple

des fonctions de consommation. Supposons que I'on dispose de données sur des

consommations et revenus globaux : Ct, R;. On peut introduire deux modeles de

régression simples (et simplistes) :

logC; = a+blog Ry +uy , uy ~ IIN(0,0%)

us non corrélé avec R;

logC; = a+ BlogRi ++4 Cio1+ve , v ~IIN(0,0%) |, (18)
18

v; non corrélé avec Ry, Ry_y, ...,

et estimer les divers coefficients a, b, a, 3,7 par les moindres carrés ordinaires.

Quelles interprétations donner aux (limites) des estimateurs by, 87, et quelles

utilisations en faire 7 L’idée que by serait une approximation d’une élasticité

de long terme, et B d’une élasticité de court terme est elle correcte 7 Comment

15



dans l'interprétation prendre en compte le fait que la dynamique peut dépendre

d’autres variables qui n’ont pas été introduites dans les régressions ?...

3.2 Recherche d’une bonne spécification a partir de modéles
mal spécifiés.

Pour rechercher une bonne spécification, on peut penser utiliser une démarche
symétrique de 1'approche du général au spécifique. L’idée est de partir d’un
modéle bien structuré comportant peu de paramétres. Ce modele initial (Mo)
est souvent déduit de théories économiques. Le fait qu’il soit trés contraint, qu'’il
s’appuie sur des théories reposant sur des hypothéses fortes font qu’il s’ajuste mal
aux données disponibles, en clair qu’il est mal spécifié. Une démarche ascendante
consiste 3 introduire divers sur-modeéles de (Mp) : My, ..., M1k, , relachant les
contraintes dans diverses directions, & retenir parmi ceux-ci celui My, qui per-
met de corriger la plus grande erreur de spécification. Puis on introduit divers
sur-modeles My 1, ..., M3 k, de My x, ,onen sélectionne un et ainsi de suite jusqu’a
obtenir un modéle My, , qui ne présente plus d’erreur de spécification impor-

tante.

16



Schéma 3 : La démarche ascendante
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Cette démarche symétrique de celle descendante vue en 2.2, utilise des procédures

statistiques différentes. Considérons par exemple la premiere étape. Les estima-
tions sont naturellement effectuées sous le modéle (Mp) le plus contraint, et
c’est & partir de ces estimations contraintes qu'il faudra choisir le modéle plus
large M, . Les procédures de tests a la base des choix de modeles sont du
type multiplicateur de Lagrange (Silvey (1959), Breusch-Pagan (1980), En-
gle (1982)), et peuvent étre remplacées par des analyses plus empiriques fondées
sur des graphiques de résidus généralisés aussi bien pour des modéles linéaires

que non linéaires, comportant éventuellement des variables latentes non observ-

ables (Gouriéroux-Monfort-Renault (1987)).

3.3 Réduction des modéles mal spécifiés.

La démarche du général au spéciﬁque proposée pour préciser une structure suf-
fisamment contrainte d’un modéle bien spécifié admet son analogue dans le cas
des modeéles mal spécifiés. Cette recherche de structures demande de confronter
plusieurs modéles mal spécifiés, chacun pouvant apporter de I'information sur les
réductions possibles des autres. Comme ces modéles en compétition sont souvent
non emboités, il est naturel que cette démarche ait eu comme base la théorie
des tests d’hypothéses non emboitées (Gouriéroux-Monfort-Trognon (1983),

Mizon-Richard (1986))

18



Son extension au cas de modeles mal spécifiés constitue la théorie de ’englobement
(Hendry-Richard (1990), Hendry (1993), Gouriéroux-Monfort (1993), (1994) ).

Nous présentons cette approche a partir de deux modeles concurrents a priori
mal spécifiés. Ces modeles correspondent a deux familles paramétrées de lois

conditionnelles :

(M) = {€(ye/y:-1;0),0 € O} ,

(M) = {¢ (v:/ye1; B), B € B)

A chacun de ces modéles est associée une pseudo-loi vraie, loi du modéle la plus

(19)

proche de la vraie loi inconnue. Les deux pseudo valeurs vraies correspondantes
sont notées : 0*(4y) et  [*(4o) .

On dit que le modele (M) englobe le modéle ( M ) si a partir de raisonnements
effectués comme si le modele (M) était bien spécifié, on peut comprendre les
résultats obtenus avec ( M ) . L’idée est donc d’étre capable d’expliquer les
résultats obtenus par tous les concurrents. Comment traduire formellement cette
idée ? Sile modeéle (M) était bien spécifié, si la vraie loi correspondait a la valeur
f du parametre, une estimation par maximum de vraisemblance effectuée sous
( M ) conduirait a retenir asymptotiquement une valeur b(8) du paramétre 8 . La
loi 7 (yt/y1-1; b(0)) est la loi du modele (AZI) la plus proche de laloi £(y:/y:_1;0).
On appelle fonction de lien 'application b : 8 — b(#) (Gouriéroux-Monfort
(1994)).

La condition d’englobement qui porte en réalité sur les deux modeéles en

19



compétition et sur la vraie loi-inconnue se traduit alors par la condition :

La vraie loi {; est telle que (M) englobe ( M )
(20)
si et seulement si : b(6*(4p)) = B*({o).
Cette condition est notée :

o : (M)e(M). (21)

Elle peut étre résumée par le schéma suivant :

Schéma 4 : La condition d’englobement

£o

(M)

b(6*(L)) = B°(%o)

20



Savoir que la vraie loi est telle que (M) englobe ( M ) apporte une infor-
mation utile sur £, , et va permettre sans perte d’information de simplifier le
modéle englobé ( M ) . L’idée est simple. S’il y a englobement seules les lois de
(M) "images” de (M) , Clest-a-dire celle du type 7 (ye/y1=1;b(0)) , 0 variant,
sont intéressantes. On peut donc remplacer ce modéle ( M ) mal spécifié, par un
sous-modele ( M ) = {Z (yt/yi-1;6(0)),0 € G)} également mal spécifié apportant
sur la vraie loi inconnue la méme information que ( M ) .

Il est possible que la vraie loi soit telle qu’il y ait englobement mutuel [Hendry-
Richard (1990)]. La réduction va alors porter simultanément sur les deux modeles
(M) et ( M ) et étre beaucoup plus importante. On peut en fait remplacer le modele
(1\7) par exemple par le sous modéle : (]\;4) = {Z (yt/ye=1; B) , avec B tel que § = bor(ﬂ)}

~
,ou 7 est la fonction de lien de M vers M . Ces réductions sont résumées dans

le schéma ci-dessous.

21



Schéma 5 : Réductions sur A71
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Sur ce schéma la réduction de ( M ) résultant de ’englobement par (M) corre-
spond a I'image de (M) dans ( M ) , ici assimilée a la projection de cet ensemble.

~

La réduction de (M) dans le cas d’englobement mutuel correspond a 1’ensemble
réduit a la loi de ( M ) la plus proche de I’ensemble (M) .

Il est tout a fait remarquable que ’hypothése d’englobement qui porte sur
la vraie loi inconnue puisse étre testée, sans que cette loi soit explicitement
recherchée. De tels tests ont été développés dans [Govaerts-Hendry-Richard (1994),
Gouriéroux-Monfort (1994)].

A ’heure actuelle ’approche par englobement n’a pas été poussée a son maxi-
mum. Pour illustrer ce point nous pouvons faire une comparaison photographique.
Afin de connaitre la forme d’un objet en trois dimensions (la vraie loi inconnue
£y ), on peut faire diverses photographies sous divers angles [chaque angle est
ici I'un des modéles]. La procédure de réduction que nous venons de décrire est
une maniére d’utiliser conjointement ces diverses photos (modéles) afin de rendre
chacune la moins floue possible. Une fois rendue nette chacune de ces photos, il
resterait a expliquer comment les utiliser conjointement pour reconstituer ’objet
qui se trouve dans une dimension plus large que celle de chacun des modéles.
Pour notre probléme c’est cette derniére étape qui est la plus difficile, 'objet (la

loi) étant ici dans un espace de dimension infinie alors que chaque parameétre est

dans un espace de dimension finie. Il ne pourra donc jamais y avoir a partir d’un
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nombre fini de tels modéles reconstitution parfaite de la loi sous-jacente (méme
avec un grand nombre d’observations).

De telles reconstitutions demandent alors soit de faire croitre le nombre de
modéles vers l'infini avec le nombre d’observations, soit de faire croitre leurs
dimensions. Certaines approches non paramétriques [noyaux, polynémes ortho-
gonaux,...| sont de ce type.

Des reconstitutions partielles peuvent cependant étre menées dans quelques
cas simples notamment lorsque les modeles mal spécifiés sont linéaires. Ainsi a

partir des résultats des deux régressions simples :

(M) ye = 0yer + we,ue~ IIN(0,1),

~

(M) ye=PByeat vi,ve~ TIN(O,1),
On peut reconstituer (asymptotiquement) les résultats d’estimation corre-

spondant au modele :
(M*)  y = o1 ys1 + a2 yea+ wy, we~ [IN(0,1),

donc passer de deux photos de la vraie loi en dimension 1 (la taille du
paramétre) a une photo en dimension 2, et ceci meme si les trois modeles sont

mal spécifiés.

4 INFERENCE INDIRECTE

Il s’agit ici également de l'utilisation conjointe de deux modeles :
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Le premier (M) = {€(y:/y:-1;0),0 € O} est supposé bien spécifié avec une
vraie valeur f; du parameétre, mais I’expression analytique de ¢ est suffisam-
ment compliquée pour qu’il soit impossible de déterminer méme numériquement
I’estimation par maximum de vraisemblance.

Le second modéle (1\7[) = {Z (Yt/y:-1; B), B € B} est un modéle mal spécifié
simple a estimer. Il va servir d’intermédiaire pour obtenir de I'information sur le
"bon” modéle difficile.

L’approche par inférence indirecte [Smith (1993), Gouriéroux-Monfort (1993)
, Gallant-Tauchen (1994)] va étre basée sur la possibilité supposée de simuler des
données avec le modéle initial (M) . En effet s’il est souvent difficile d’expliciter
la log-vraisemblance des modéles dés que ceux-ci comportent des non linéarités,
des facteurs sous-jacents non observables, il est généralement facile de les simuler.

On va construire parallélement aux données disponibles vy, ..., y7 , des en-
sembles fictifs de données yi(0),...,y3(0) s = 1,...,S obtenus en simulant le
modéle (M) avec une valeur donnée 8 du paramétre. Le modéle auxiliaire () va
alors étre utilisé pour calibrer au mieux trajectoires simulée et réalisée. Plus
précisément on calcule ’estimateur du pseudo-maximum de vraisemblance du

paramétre 8 sous (M) :
A T
Br=Arg max 3 log £(y:/y:-1;8) , (22)
t=1
qui tend lorsque T est grand vers la pseudo-valeur vraie :

lim Br= 4(4) = b(60) , (23)
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ot b est la fonction de lien définie dans le paragraphe précédent [Il y a automa-
tiquement englobement lorsque la vraie loi £y appartient a (M) , ce qui est ici le
cas|.

En paralléle on calcule ’estimation du pseudo-maximum de vraisemblance du

paramétre [ fondée sur les simulations :

A s T
Bsr (0) = Arg max Z_: 2_: log £(y;(0)/yi-1(0); B), (24)
qui tend vers :
lim Ber (6) = b(6) - (25)

Ainsi en créant des données fictives, on obtient une méthode pour estimer la
- . A
fonction de lien entre les modeéles : Sgr (.) 22 b(.) .
La suite de la démarche consiste A rechercher une valeur du parameétre initial
permettant d’avoir des résultats proches sur données réelles et simulées. Un tel

estimateur par inférence indirecte est :
A . A A 2
§sT= Arg mn |87 — Bsr (O) 1I° - (26)

L’ensemble de cette démarche est résumé dans le schéma ci-dessous.
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Schéma 6 : Inférence indirecte

Modele M
Données Simulations sous M
YT 5 2T pour la valeur 4

du paramétre
y7(0),s=1,..,8, 27

Détermination de
I'estimateur du PMV
sous le modéle auxiliaire
M*
Y Y
A A
/BTF Aﬂs,T (0)’3'—

Minimisation d’une distance
entre les deux estimateurs
par rapport a 8

+

A
0s (Q)
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En pratique le second modéle est souvent déduit du premier par certaines
simplifications, comme la linéarisation des non linéarités, la discrétisation d’un
ensemble de dates ou d’états [Gouriéroux-Monfort (1994)]. A titre d’illustration
considérons un modéle macroéconomique dynamique défini par un systéme du
type :

(M) yi = g(ys,ye-1, ws ;0) , we ~ IIN(0,Id), (27)

ou y; est de dimension n , wu, est un terme d’erreur de dimension m > n ,
§ est un parametre inconnu et g une fonction donnée. Il est souvent difficile
d’obtenir la forme analytique de la loi de y; sachant y;_; , méme en supposant
Pexistence d’une forme réduite non ambigué. En effet il faut pouvoir "inverser” la
fonction non lindaire g , et intégrer une partie des erreurs des que la dimension m
est strictement supérieure & n . Le modéle initial est souvent alors remplacé par
un modéle approché obtenu par linéarisation de la fonction g autour de sentiers
stationnaires déterministes pour y; et u;. Sinous appelons ceux-ci «p,a; , nous

avons :

g(yt, Yt-1, Uts 01)

)
= a—g,(ao, Qo, ;5 a)(yt - a()) + ;q ((1(), O, O, a)(yt—l — ao)
ayf Yt
+3u' (o, g, a1; @) (us — 1)
t
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et le modéle initial est naturellement remplacé par le modéle linéarisé :

~ dg
(M) Ye 0 ,(ao,am al,a)(yt - ao)

Og
0yt

+%(ao, ao,al;a)(ut - al),ut ~ IIN(O, Id) .
t

+ (0, @0, 15 @) (Yt-1 — o) (28)

Celui-ci a la forme d’un modéle vectoriel autorégressif :

(J\ZI) Y = a(ao, o a) + @(ao, Qi a)yt—l
(29)

+0(ao, ar;a)us , ug IIN(0,Id) ,

-1
avec : a(ag, ;) = [Id - ?(ao,ao,al; a)]
dg 0 dg

{0 (a0, (g, 013 @) o + ayil (o, g, 015 @) g +a ,(ao,ao,al,a)al}
dg 3

‘I)(Oto,al, ) [Id - 5—,(040,0107 aq; 01)] ayil (00,010,011§ 0‘),
g ™! g

O(ao, 1) = [Id— 3 ,(ao,ao,al,a)] Fu ,(ao,ao,al,a)

Afin d’obtenir un modéle approché le moins contraint possible, il est souhaitable
de laisser libres les parameétres ap, a; autour desquels sont effectués les développe-
ments, et non comme dans la pratique usuelle de fixer og a la moyenne empirique
observée des y; , et oy a la valeur 0 moyenne théorique des termes d’erreur. Le
paramétrage du modéle approché est alors 8 = (ag,ep;¢’)’. L’inférence indirecte
va comporter deux étapes : une estimation directe des parametres ao, @, par
maximum de vraisemblance appliqué au modéle approché ( M ) . Celle-ci fournit
en particulier des valeurs 310, & approchant les pseudo-valeurs de long terme des

observations et des termes d’erreur. Malgré la tentation d’identifier les parametres
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a du modele (M) et § du modeéle (M), l'estimateur ar fournit une approxima-
tion biaisée de la vraie valeur 6y . La seconde étape d’inférence indirecte basée

sur des simulations sous (M) corrige ce biais.

5 MODELES A STRATEGIES ET PARAME-

TRES IMPLICITES

5.1 Le principe

Lorsqu’un modéle est bien spécifié, on assimile généralement la loi estimée, par
maximum de vraisemblance par exemple, a la vraie loi sous-jacente. On peut
alors l'utiliser comme on le ferait de cette vraie loi pour répondre a diverses
questions concernant des problémes de prévision, des recherches de controles op-
timaux. Comment résoudre ces questions, lorsque le modéle est mal spécifié ?
Utiliser la pseudo-loi estimée comme sil s’agissait de la vraie loi va en général
induire des sous-optimalités importantes au niveau de toutes les applications de
type prévision ou contrdle. Une idée apparue récemment dans la littérature [voir
Smith (1990) chapitre I pour une application & un modele avec optimisation in-
tertemporelle, Gouriéroux-Laurent (1994) pour une couverture optimale d’actif
contingent] est que de tels modéles mal spécifiés peuvent servir pour construire
des classes de stratégies paramétrées : classes de fonctions de prévision, ensembles

paramétrés de controles,, et que dans cette optique le paramétre (mal spécifié)
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sous-jacent ne doit pas étre recherché par une procédure statistique automa-
tique, mais en utilisant un critére -qualité des prévisions, qualité des contrdles-
lié a 'objectif pratique. Ceci revient a affecter des valeurs d’intérét différentes au
parametre selon 1’objectif empirique retenu.

Nous allons illustrer cette démarche a partir de la recherche de stratégies dans
le domaine financier. Nous le ferons a partir du modeéle log-normal sous-jacent a
la formule classique de Black et Scholes (1973).

A la base, ce modéle s’intéresse aux évolutions jointes du prix d’un actif sous-
jacent, noté S; , du taux d’intérét instantané r;, des prix d’actifs dérivés fondés
sur Dactif sous-jacent. Pour simplifier nous considérons que ces actifs dérivés
sont des options européennes de prix d’exercice K , de date d’exercice ¢+ T,
de maturité 7 . Elles versent donc un flux monétaire a la date t + 7 égal a
max(S; — K,0) . Leurs prix en ¢ sont notés P(t,7,K) . Les divers prix sont
définis en temps continu.

Le modéle, supposé bien spécifié, repose sur les hypothéses suivantes :

e A.l1 Le taux instantané est déterministe, constant : r; = r .
e A.2 Le prix du sous-jacent satisfait I’équation différentielle stochastique :
dSt = ,ll,Stdt + O'SthI/t s (30)

ou (W;) est un mouvement brownien standard, u et o sont des paramétres

de tendance et de volatilité respectivement.
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e A.3 Les prix des actifs dérivés ne dépendent que des valeurs présente et

passées de I’actif sous-jacent.

o A.4 L’investisseur peut intervenir de facon continue sur le marché, sans cout

de transaction, sans contrainte de liquidité...

e A5 Il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage.

Sous de telles hypothéses, on déduit de fagon non ambigue des stratégies
optimales de valorisation et de couverture.

On peut établir que le prix de l'option est de la forme :

P(t,r,K) = ¢[St,r,t,7, K; o] (31)

avec

g[St7 r, t’ T, I{$ 0'] =

1 S a\/T Kexp—rr 1 S o\/T
- ) -
St {q) [0\/7_' log Kexp—rr T } St [a\/? log Kexp—rt 2 ’

on @ désigne la fonction de répartition de la Joi normale standard, ce qui est
la formule de valorisation de Black et Scholes.

Par ailleurs, considérons le probléme de couverture a une date t d’une op-
tion donnée, par un portefeuille autofinancé comportant uniquement de Pactif
sans risque et de Dactif risqué en quantités respectives bq ¢, 61, respectivement. Si
’horizon de couverture est H, nous devons chercher les compositions successives
de portefeuilles & = (6o,1,61,¢) , t € (to,t0 + H ), telles que é; soit fonction des

prix présents et passés du sous-jacent et des dérivés, et des taux présent et passés
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de fagon a résoudre le probléeme d’optimisation intertemporelle :

Min E[P(to+ H,7,K) — boto+H — O1,t0+H Sto+H]?,
.13 to (32)

sous les contraintes d’auto-financement.

Sous les hypotheses A.1 - A.5, cette solution est telle que la composition en actif
risqué vaille :

614 = gg—,tg[St,r,t, T, K;a], (33)
la composition ¢ en actif non risqué s’en déduisant par la contrainte budgétaire.

Lorsque le modéle est bien spécifié, il existe de vraies valeurs des paramétres
fo ,00 qui peuvent étre approchées de fagon convergente de diverses maniéres.
On peut par exemple :

i) Estimer la volatilité par maximum de vraisemblance a partir d’observations
S, ..., ST du sous-jacent ;

ii) la rechercher a partir de la formule de valorisation (31) en calibrant o de
fagon que prix observés d’options et prix théoriques déduits du modele soient
proches.

ii1) Finalement une autre approche consiste a simuler sur le passé des couver-
tures de type (33) avec diverses valeurs a priori du paramétre ¢ , et A retenir

celle qui aurait donné la meilleure couverture sur le passé.

La difficulté est évidemment que certaines hypothéses faites sont clairement
non satisfaites : le taux court est variable dans le temps, le prix du sous-
jacent présente de ’hétéroscédasticité conditionnelle, les prix d’options peuvent
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dépendre de beaucoup d’autres facteurs : prix d’autres actifs, niveaux d’échanges...,
Iinvestisseur ne peut intervenir qu’a certaines dates discrétes. Les diverses méthodes
d’estimation précédentes vont alors conduire & des résultats sensiblement différents.
Peut-on malgré tout les utiliser, et si oui laquelle ou lesquelles retenir ?

Tl faut ici se souvenir que la formule de valorisation (31) est souvent utilisée

sous une forme duale. Elle est résolue en o pour en déduire la ”volatilité implicite”:
ol = ¢S, t, 7, K; P(t,7,K)] . (34)

Si le modéle était bien spécifié cette quantité devrait étre indépendante du temps
et du type d’option considéré. En pratique ceci n’est évidemment pas le cas,
mais le calcul de ¢! reste intéressant, & condition de ne pas interpréter cette
quantité comme une volatilité, mais comme un prix d’option corrigé des effets de
structures de flux, c’est-a-dire des effets de prix d’exercice et de maturité. Ceci
montre que méme dans un cadre de mauvaise spécification, la formule (31) peut
étre intéressante a condition de 'utiliser de fagon adéquate.

En fait le modéle mal spécifié a servi a expliciter des classes de formules de
prévision :  {g[Si,71,t,7, K;0),0 € Rt}  en remplagant r par le taux observé
., ou {g[Sir,t,7,K;0],0 € R*,r € RT} sans effectuer ce remplacement.
Si on s'intéresse a la valorisation d’options de maturité 7 et de prix d’exercice
K donnés, on peut utiliser comme base de telles classes en cherchant la meilleure
prévision de cette forme. On est ainsi amené a résoudre 'un des problemes :

[

T
min Y. (P(t, 7, K) — g[St,re,t, 7, K;a])2 ,
t=1
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ou

rrr{in t§1 (P(t,7,K) — g[Si,r,t, 7, K;0])?,

problémes dont les solutions tendent lorsque T tend vers l'infini, vers des
valeurs implicites fonctions du prix d’exercice et de la maturité : o*(r, K)
pour le premier probléme, r**(7, K), o**(, K') pour le second probléeme. On voit
ainsi qu’il y a en général autant de valeurs implicites de la volatilité ou du taux
instantané, qu'il y a d’actifs a couvrir, et qu’il faut choisir celles adaptées a I'actif
d’intéreét.

Cette démarche :

modele mal spécifié

!

classes de stratégies adaptées

!

criteres adaptés

!

valeur implicite adaptée

peut facilement étre replacée dans notre contexte général. Notons £g la vraie
loi, {€(y:/y:-1;0),0 € O} le modele mal spécifié, o le critére adapté servant a
expliciter la classe paramétrée de stratégies C . Celui-ci est en pratique un critere
théorique : qualité théorique de prévision, E (P(t,r,K) — g[S¢,rs,t,7, K;0])?
dans notre exemple qualité théorique de couverture. Au niveau de I’estimation il

est remplacé par sa contrepartie empirique. Le critére d’estimation est du type :
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S Ulyy,yi-1;0,0,C] . 1l dépend du critére théorique adapté et de la classe de
t=1 -
stratégie sous-jacente.

L’estimateur correspondant :
A . T
Or (¥;9,C) = Argmin 3 ¥ly,yes; 0, 9,Cl, (35)
t=1
converge vers la valeur implicite solution de :
0" (¥;¢,C, L) = Argmin B W[y, y:-1;6,¢,C] . (36)

Construite & partir du modeéle mal spécifié, la classe de stratégies en dépend
fortement, et le critére de calibrage final peut étre vu comme une mesure de
proximité entre la vraie loi et le modele utilisé. Chaque probleme particulier :
valorisation de certains types d’actifs, couvertures de flux contingents...ou dans
des modeéles macroéconomiques dynamiques : prévisions a court terme, prévisions
4 long terme,..., correspond & une mesure de proximité spécifique. Lorsque le
modéle initial est bien spécifié la proximité entre la vraie loi et le modele est égale
a zéro, ceci quelque soit la mesure de proximité considérée. Ceci n’est plus vrai
dans le cas de mauvaise spécification. La distance et la détermination de 1’élément
du modéle le plus proche de la vraie loi changent avec la mesure considérée. Pour
illustrer ce point par un schéma, nous considérons ci-dessous deux mesures de

proximités dont les surfaces d’isométrie sont des ellipses d’orientation différentes.

36



modéle le plus proche de la vraie loi changent avec la mesure considérée. Pour
illustrer ce point par un schéma, nous considérons ci-dessous deux mesures de

proximités dont les surfaces d’isométrie sont des ellipses d’orientation différentes.

Schéma 7 : Valeurs implicites

(M)
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1l faut bien noter que la théorie de ’englobement développée en 3.3 a été
présentée avec un critére particulier 'information de Kullback, associée a I’estimation
par maximum de vraisemblance. Valeur implicite et pseudo-valeur vraie sont alors
confondues. Si on s’intéresse & une question précise, il est évidemment préférable

de développer la théorie de 'englobement avec ce critére bien choisi.

5.2 Démarche ascendante.

Dans cette approche fondée sur des classes de stratégies, la démarche ascendante
ne consiste généralement pas a élargir le modéle mal spécifié pour se rapprocher
de la vraie loi au sens du critére d’information, mais a élargir directement la classe
de stratégies pour diminuer la sous-optimalité de la classe. Reprenons I’exemple
de la valorisation. Les approximations de prix déduites de Black-Scholes sont du
type : g[Si, e, t, 7, K;0],0 € Rt . On sait par exemple qu’elles ne prennent pas
en compte les phénomeénes d’hétéroscédasticité conditionnelle. Il est donc naturel
d’élargir la classe précédente en considérant des stratégies du type :

g[Sty e, t, 7, K;¢(Si-150)],0 € ©

ol on a remplacé la volatilité implicite o par une volatilité implicite stochas-
tique ¢(S;-1;0) fonction de la valeur retardée du prix du sous-jacent. Voir s’il
est utile ou non d’introduire un tel effet de S;_1 , et déterminer sa forme, c’est-
i-dire I’ensemble de fonctions c(.;60) & retenir, demande des outils pour tester

la constance de ce parameétre implicite et plus généralement la construction de
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résidus relatifs a ces paramétres. De tels outils ont été introduits dans Gouriéroux-

Monfort-Tenreiro (1990).

6 MAINTENANCE DES MODELES

Toutes les approches précédentes ont été présentées dans un contexte station-
naire, ou on suppose que la forme de la vraie loi conditionnelle ¢y est stable dans
le temps. Cependant ce postulat peut-étre mis en doute. Il faut alors expliquer
comment adapter les modéles et méthodes économétriques a cette déformation
temporelle de la loi ¢, . Nous nous placerons dans le cas favorable ou cette
déformation serait suffisamment lente pour que ’hypothése de stationnarité sur
certaines sous-périodes soit approximativement satisfaite. On peut a une certaine
date to et a partir des observations antérieures disponibles rechercher un modele
bien spécifié, en mélant des démarches du général au spécifique et des approches
ascendantes de construction de modeéles. Si cette recherche est bien menée, on

disposera d’un modeéle compatible avec {g 4, :

eoyto(yto/yto—l) € {g(yto/yto—l; 0)’0 € 6} ’ (37)

et d’une valeur approchée de la vraie valeur 8, telle que :

éUyto (yto/yto—l) = e(yto /yto-—l; 0to) . (38)

Que se passera-t-il aux dates ultérieures 7 Comme la vraieloi ¢5; change avec
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le temps, et que le modéle est lui choisi stable, on peut raisonnablement penser
qu'il deviendra mal spécifié au bout d’un certain moment. Comment assurer le
suivi de ce modéle et sa maintenance ? Nous avons vu que dans le cas de mau-
vaise spécification, il était important de préciser quelles étaient les utilisations
souhaitées du modéle chacune étant implicitement associée & un critére. Nous
prendrons pour la présentation deux tels critéres Wy(y1,C1;0), Uy(pa,Ca; 6)
pour reprendre les notations du paragraphe précédent, et désignons par 07,(¥1,91,C1),
0%,(¥2,p2,C2) les valeurs implicites correspondantes.On peut alors distinguer
plusieurs phases dans la détérioration, phases qui kpeuvent étre plus ou moins

rapides.

e PHASE 1 : La vraie loi évolue, mais reste proche de fo,, et le modele
reste bien spécifié. On continue dans ce contexte a utiliser la loi estimée en

to , et ceci pour toutes les applications.

e PHASE 2 : La vraie loi évolue, s’écarte de £y, , mais le modele reste bien
spécifié:30; : Lo+ (ye/ye—1) = €(ye/yi—1;0:) - 1l n’est plus possible d’utiliser la
loi estimée initiale, mais on peut utiliser diverses techniques pour mettre a
jour réguliérement la valeur 6; . Ces méthodes construites pour des modeles
4 coefficients variables sont souvent en grande partie numériques. La loi
réestimée est alors a la date ¢ utilisée pour tous les types d’applications,

car:

ai,t(\I’l?‘rolacl) = Ggyt(\llg,gp%CQ) = at .
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e PHASE 3 : La vraie loi est telle que le modéle initial est mal spécifié, mais
P’erreur de spécification n’est pas trop importante. Cette situation peut-étre
détectée en considérant les estimations des valeurs implicites correspon-
dant aux problemes d’intérét, et en constatant que é\:t (¥1,91,C1) et

6;t (U2, ¢2,C2) commencent a étre significativement différentes, sans que

I’écart soit suffisamment grand pour faire trop perdre sur les performances

du modéle vis a vis des applications. On effectue alors un réglage léger

du modeéle en fonction de l'application, c’est-a-dire on remplace 6; par

*

A
l'estimation  4;, (¥;,¢;,C;) correspondante.

e PHASE 4 : L’erreur de spécification devient tellement importante pour
certaines applications qu’un simple réglage de la valeur du parametre est
insuffisant. On essaye alors de modifier directement la classe de stratégies
correspondantes pour faire diminuer le degré de sous-optimalité, et on ré-

estime avec le critére ¥, (¢;,C;), oll C; est cette nouvelle classe.
*

e PHASE 5 : Finalement lorsque les classes de stratégies ont été tellement
modifiées application par application, que la cohérence d’interprétation en-
tre applications n’est plus assurée, il s’avere nécessaire de recommencer la

construction d’un nouveau modéle bien spécifié.

Il est clair que ces diverses phases : réglage, modification partielles des stratégies,
refonte compléte de la structure du modele, ont des durées fonctions de la régularité
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ou non régularité des utilisations du modeéle et surtout des coiits relatifs des
réglages et modifications partielles comparés a ceux de la refonte.

Le schéma montre aussi que des modéles simples peuvent étre préférés dans
la phase de construction & des modéles complexes car plus faciles a "régler”, que
des variables non significatives a la date ¢, peuvent étre laissées dans le modele si
on pense qu’elles sont susceptibles de devenir significatives a terme. Par ailleurs
toutes les opérations de réglages doivent étre menées en prenant comme critere
la performance vis-a-vis de I’application d’intérét, et pas uniquement des criteres

purement statistiques.
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