ESTIMATION DE MODELES
AVEC RELATIONS COMPTABLES

MODELES EQUIVALENTS

C. FOURGEAUD - B. LENCLUD

MARS 18978

N° 7803

CEPHREMAP
148 2 14, B i Chaovalort
75 . PARIS.XIie

’,,"""’\“A’# ﬂi\ -;-A .
RPN N

%




CEPREMAP NOVEMBRE 1877

ESTIMATION DE MODELES COMPORTANT DES RELATIONS COMPTABLES

MODELES EQUIVALENTS

0000000000000 0000000000O0DC

C. FOURGEAUD - B. LENCLUD

INTRODUCTION
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Cette étude a pour objet d’examiner sur le plan théorique
quelques difficultés que 1'on rencontre dans 1'estimation de modéles qui

comportent des relations comptables entre les variables endogénes.

L'existence de ces relations impliquant la singularité de la
matrice des variances-covariances des erreurs, les méthodes classiques d'es-
timation ne sont pas directement applicables. Mé&me sl 1'on ne considére que
la forme réduite, il faut utlliser un théoréme général de Gauss-Markov et

le plus souvent on ne doit pas estimer séparément chacune des relations.

On peut alors s’interroger sur les conditions qui permettent

de réduire le modele & un modéle régulier (obtenu par exemple en suppri-

mant des équations) et méme d'appliquer les moindres carrés ordinaires.

Ce probleme se place dans un cadre plus général, celul de
1'équivalence de modéles. On donne alors des conditions nécessaires et

suffisantes permettant de répondre aux guestions précédentss.



Cet article comporte trols parties. La premiére présente
sans démonstration plusieufs formes du théoreme de Gauss-Markov utiles
par ia suite et donne des CNS d'équivalence de modeéles. La seconde trai-
te de la réduction des modéles, la troisiéme de 1'efficacité des moindres
carrés ordinaires. Comme on peut le constater cet article unifie des pro-

priétés déja mises en évidence dans des études antérieures.

T - RAPPELS :

I.1 THEOREME GENERAL DE GAUSS-MARKOV [31,[41,{51,[81,(91,[10]

Soit le modele (Y,X a, La =1, 02 Q) et A =MY + N un esti-
mateur linéaire affine de a (Q connue,M et N non aléatoires). Posons
v=1-L"L
Pour diverses formulations du théoréme on est conduit & com-

parer les programmes suivants : (l[AI[Z = trace AA’]).

Min trace M Q@ M’

Py .
MeE=4{n/ ||Mmxv - V|| Min} et N = (T - MX) L1
Min t' M Q M t ¥t

Py .
MeE=1{M/ ||Mxv - V|| Min} et N = (I - MX) L'1
Min &' Q e

. Q0 e =e <= vie) c v(Q)
e =y - Xa
La=1

A+ désigne le pseudo-inverse de Penrose de A, A" une g-inverse (A A A=A}

et v(A) 1l'image de A.
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PV définit des estimateurs de variance minimale dans la classe des
estimateurs de biais minimum. (Sans biais si MXV = V].- o

PD définit des estimateurs de dispersion minimale dans la m8me classe.
P~ est un programme de moindres carrés généralisés.

On a les propriétés suivantes :

Les solutions de PV et PD coincident. Elles s'écrivent :

M= (V)71 - 2C 2 07+ HC - C Qo o’
avec V=I-LL et c=1-xvoxv)’

ol H est arbitraire.

L, 0293 ) connue

1l

Soit le modéle [Y.Xa; La

i - acc e o)’y et

i
i

1°) Soit A MY+ N avec M
0 o o o

=
it

(1 -m XL
0

a) Aoest 1'unique estimateur de variance minimale de a dans

la classe des estimateurs de biais minimum (sans biais si [XV]+XV = V).

bB) Var (A,) = o2tx) 0 (a® - cacyya vyt

c) Soit G une matrice (T, T - s) de réng (T - &) dont les
colonnes sont des vecteurs propres orthogonaux et normés

4
(G'G = I, G = G') de Q correspondant aux valeurs propres

nulles de Q.

vAlors G"Y =G" X Ao = (' X a avec probabilité 1.
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2%) Spit @4 =Y - X Ao et @ une g-inverse de Q alors

E(a'e” a') = o Rg(C 2 ) @

)
H
=]

o
o]
[N
53
ct
1219
w

- P a des solutions ssi

.
L 1 =1
1 € viL)

6" x(ex)T 6 (y - XLT1) = 6'(y - XL 1) e=> vIG'(y - XL'1)] < vIEXV]

- 1a solution e de P est unique et {ndépendante du choix du g-inverse

Q de Q.
soita = 0TI - © ey y (T - vy L1

a, est la solution unigue si X est de plein rang, de norme minimum si-

non, de P,

REMARGUES
1°) Dans la littérature économétrique le programme P~ est présenté
avec différents choix de @ : (8 + GG&') | (Malinvaud), 8 (Theil), les es-

timateurs correspondants bien que d'une forme différente sont en réalité

identigues.

2°) Lorsque la matrice Q est singuliére, c'est-&-dire qu’'il existe
une matrice propre’. G telle que @ G = 0, cette singularité induit une con-

trainte sur les paramétres

G' Y =G6G' X a
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Cette contruinte n'a pas & etrne introduite dans Le proghamme défi- .
nissant L'estimatewr optimal A, (sauf évidemment dans le programme P ) ; elfe

se trouvera automatiquement virigite.

3°) Soit le modele (Y, X a, L a =1, % Q).

Posons :

I LU R (& Y) et w u=(0+06e) =0+ GE
L \1

d /

Supposons que :
Ru X]+u X = R <=> v(R') = v({uX)") aldrézoﬁrbedt serire [3] ;

AF o+ IR x0T e - R AT

T
i

u

aves AN = mootuy = @+ s Tx @+ 6enY

La singularité de Q apparait donc dans 1*expression de A* et
dans le terme correctif. Cette formule généralise la formule habituelle de
1'estimateur de G.M du modeéle (Y, X a, L a = 1, 0213, X'X = I

A, = Py o« xTaxh - v,

1.2 EQUIVALENCE LINEAIRE DE MODELES [4] [51 [7]*

Y =Xa+u B Y

It

BXa+Bu

La=1 Ma=m

* Cce paragraphe a bénéficié de nombreuses discussions avec A. MONFORT qui

a déja donné des résultats sur ce sujet par des méthodes géométriques.
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ol | Y est 1g vecteur (T X 1) de la variable endogéne
X egst la matrice (T X k) des variables exogénes

u est le vecteur (T X 1) de la variable d'erreur

On adopte comme au paragraphezprécédent les hypothéses et les
notations suivantes

. E(u) = 0, E(uu’) = 02 2, O = 086’

i
w
in
—

avec rgl(6) = rg(Q)

. Soit les matrices F, G, R, S tels gue .:

QF =F A%, F'F=1,06=0,6G=1I,FG=0

BB R=R Aé, R'R = I,BQB" 5=0,8"S=1I,R'S=0

2

2
(A" et AB

sont les matrices diagonales des valeurs propres po-

sitives de Q et B @ B’).

Posons

- +
I -LL , W=I-MMHM

<
i

€
0

I- (6 XV XV) , K=I-(5BXW S BXW
On suppose gue les deux modeéles P et § sont compatibles c'est-

(L 1
{ a =
)'iMf’ m'

a une solution et qu’ils admettent des estimateurs sans biais c'est-a-dire :

a-dire que 1’équation

(X VXV =V

+
(BXWIBXW=W



DEFINITION
Les modeéles P et Q sont Zquivalents s’ils admettent le méme

estimateur de GAUSS-MARKOV de a.

La propriété suivante caractérise 1'équivalence des deux mo-

deles.

Les modéles P et § sont équivalents ssi :
XVH=0B (BRB)BXWK (1)

soit, de fagon équivalente

BXVH=BXWK . (2)

XVH=0B(BaB)BXVH (3)

Démonstration :

1°) Soit AP et A_ les estimateurs de Gauss-Markov de a dans les mo-

N
déles P et Q. On a (Cf. propriété 2)

Ap = PY + (I - PX) LY avec

P o= XV)'IT - e(cac)’ ] et

c =1 -xwown’

Ag = 0BY + (I - Q) Mm avec

9 =W rI-8es (0BeBD) ] et

n

n =1 - BXwexw)’

les estimateurs AP et Ap étant des estimateurs sans biails de a, il suffit
¥

d'exprimer les conditions pour que var [AP -A) =10

Q



2°) On a :
Var (A, - Ag) = (P-08)a(P-Q B) o
Var (AP ~ AQ) =0 <> (P-0QB)#6 =20
On montre dans [31] que :
pe=(oxvm gBo=(BOBXWK =(BHBXVK

868X VH=XVH | Bo (BOBXVK=8BXVK

(B8)'BXWK Je>{o'XVH= (86 BXWK}

1]

{Po=0B6)e>{(XVH"
et donc : {P O =GB Ole> {XVH=6 (B8) BXWK}

On en déduit :

BXVH=8B06(E8)BXWKS=BXWK

D'od
. BXVH=BXWK
Var [AP - AQJ = Je=>X VH=08(B8)BXWEK<= .
6(B6) B XV H=XVH
La propriété en résulte.
Conollairne

Si les modéles P et @ sont tels que : V = W, alors une c.n.s
pour qu'ils soient équivalents'eét que
H=K

XVH=0B(BB)BXVH
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Démonstration :

La relation (2) de la propriété 4 s'écrit :
BXVH = BXVK

soit, en tenant compte du fait que EBXV)+BXV =\, VH= VK gt donc H = K

d'apreés la définition de H et K.

1°) Si la matrice B est réguligére et V = W, les modéles P et Q sont
équivalents. En effet, on vérifie que H = K. D'autre part la relation
BXVK = B6(B8)" BXVK conduit & XVK = 8(B8) BXVK et donc & la relation (3)

de la propriété 4. ' -

2°) Soit le medéle (Y, Xa, 0293, Q singuliére (G = 0, @ = 686’'). Ce

modéle est équivalent au modéle 'Y, 87xa, 021, G'Y = G'Xa). Dans ce cas

H=1- (6'X)'6'X
K =1
+
V=1-(6'%X"6X=H
+
8 =6

En tenant compte du fait que

+
86 XH = XH

la relation (1) qui dé&finit 1'éguivalence des modéles est vérifiee.



11 - REDUCTION D'UN MODELE &

Soit le modele P

Y = Xa + u

029,9 singuliere de rang s < T

1

P - avec Eluu’)
Lla = 1

que 1l'op partitionne en

Yqv X1 u1 ol Y1, U1 sont des vecteurs de dimension (s, 1)
= at et X, une matrice de format (s, k)
Y X u 1
2 2 2
41 o .
Y’ 911 réguliére, rang § = s = rang 911
81 Sy

On étudiera dans ce paragraphe 1'équivalence du modéle P avec

un modéle‘régulier de matrice de variances-covariances %1.Ce probléeme inciuc:

la suppression d’observations redondantes et, dans le cas d'un systeme a
équations simultanées, la réduction de leur nombre en fonction des identités
comptables. On commencera par 1'étude du cas particulier ot la réduction &

un modele régulier s'opére sans contrainte supplémentaire, pour généraliser
ensqite,au_cas oll cette réduction doit s'accompagper de 1'introduction de
nouvelles cohtraintes. Les propriétés mises en évidence trouvent en parti- &n
culier leur app;ipation dans 1'analyse de la répartition d’'une quantité glo-

bale fixée entre diverses composantes.

II.1 REDUCTION D’UN MODELE A UN MODELE REGULIER SANS CONTRAINTE

SUPPLEMENTAIRE.

Ecrivons que 1evmodéle F est équivalent au modele Q

Y,l = X1a + u1

ta = 1
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Remarquons d’abord qu’en fonction du corollaire de la proprié- .
té 4 1'équivalence des modéles P et Q@ n'est possible que si H = I<=>G'XV =0

<> v(XV) c v(R). (En effet B = [ISD] et BRB' = Q,, réguliére donc K = IJ).

M

Les conditions d'équivalence s'écrivent alors puisque

0g - |

24
(X)X = v = (><1v1+x1\/ s> VIVX') = VX)) = (V) (1)
QEXV = XV <= v(XV) < v(Q) (2)
o VXV =XV (3)
21 11% 2

Les relations (1) expriment gqu'il existe des estimateurs sans
biais, la relation (2) la propriété H = K = I et la relation (3) la condi-
tion (3) dé la propriété généréle. Nous allons montrer que cette derniére

relation est impliguée par la seconde.

Soit le modeéle P(Y, Xa, La = 1, GZQ) ou l'on suppose gue § est

une matrice (T, T) connue de rang s, v(XV) c v(Q), v(VX']) = v(VX%] = v(V).

Alors 1e.modéle P est équivalent au modele régulier Q(Y1, an, La = 1, 0291%

c'est-a-dire Le modile obtenu en supprimant T - & Equationd.

Démonstration :
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T
-1 -1, -1 -1
_] = l kY3
et [11 @ — (T +9,,0,,0,92.,) 2
| 21°11
-1 -1, -1 o1 -1
(T + 209,000, [T} 2,0,
1 -4 -1 -1
(I + Q. 0,0,,8,,) (I i Q44 957
+ ! -1 -1, =1 -1
donc QQ = — (T + 9, 9,0, (1 ; 911912]
21
+
QO XY = XV =
-1 -1,-1 -1 N
(T + Q4 0,,0,,9,,) XV + Qyy X V) = XV
-1 -1 -1, -1 -1 ~
fog Qg (T % 00 8450508040 DXV + 8y, 2%V = XV
Soit : o oV x V=XV
: 21 %11 ™1 2

relation qui avec les hypothéses faites implique 1’équivalence des modéles.

IT.2 REDUCTION D'UN MODELE A UN MODELE REGULIER AVEC CONTRAINTES

SUPPLEMENTAIRES.

Soit G une matrice (T,T - s) de rang T - s dont les coclonnes
sont des vecteurs propres orthogonaux et normés de @ correspondant aux va-

leurs propres nuelles de Q.

61 _ IS 0
Partitionnons G en et posons B =
. | ¥
G2 61 G
G'X G'Y
R = r
L 1



_12 -

La réduction du mod@le P & un modéle régulier fait 1'objet de

la propriété suivante :

Soit le modéle P(Y, Xa, La = 1, OZQ] on suppose gue

v(VX’') = v(VX'B') alors P est éguivalent au medele (Y1, X1a; Ra = r, 02911].

Démonstration :

a) Nous allons d'abord montrer 1’équivalence des modéles P et Q

Y = Xa + u BY = BXa + Bu

la = 1 la = 1

avec B =

- Les conditions v(VX') = v(V)} = v(VX'B’') impliquent 1'existen-
ce d’estimateurs sans biais pour les modéles P et Q puisgu’elles sont équi-

valentes a
+ | +
(XV) XV = V = (BXV) BXV
- La relation H = K gui s'exprime par :

vIVX' (I - 907IXV) = WX'B'(I - BRB' (BQ B’)+)BXV)

est vérifiée puisque

I - QQ+ = GG’ (décomposition spectrale de Q)
-1
Q 0 2 0
Bag = | ot = |
0 0 0 0
4 . I 61 c 0 I 0O
et donc B'(I - BQ B'(BOB') 1B = = GG’
0 62 01 G,l G2
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La relation QB'[BSZB')+BXVH = XVH qgui est éaquivalente a

-1

921 911 X1VH.= X

2VH est impliguée par la relation QQ+XVH = XVH (la

démonstration est identigue & celle du paragraphe précédent] .

b) D'autre part on peut vérifier, mais il est évident puisque G'u =

que les deux modeles

i)

Y1 = an + u1 Y1 an + u1

G'Y = G'Xa + G'u
La = 1

sont éguivalents ce gul ach&ve la démonstration.

Y X4 84 4
= * N L (P)
I N AN N U
. L P I . L |
! Y a + u

ol chaque Yi(i = 1uees...N) 88t un vecteur de dimension T.
i = 1 = }
Soit @ [QijJ : Qij E[uiu j)

et supposons qu'il existe une relation :

zyti=1, VE, £ = TeveaanoT
1

Cette relation s'écrit : R'ﬁﬁ = J avec R' = [IT""IT}’ J =

o

R"‘2‘= J = R'Xa=Jet QR =20

-y

0
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Le modéle (P) est équivalent au modéle régulier :

Y i =) % Y

: - P f + |
R T I UN-1
X,Ia1 + X2a2 ot eanaeas XNaN =J

c'est & dire un modéle ne prenant en compte que (N - 1) variables, le coef-

ficient de régression relatif & la derniére étant obtenu par différence.

.._.-—.-.....-—-...._...-—.-_--.._..______-__...__-__._-_
T S R TS S S S S T S I S S S ST S S S oSS SRS EEEEE

Remarquons d'abord que le modele @

vty = (x)xa + (xv)Tu

admet comme estimateur de Gauss%Markov
Ag = OWITY (T - v TxaLta
guelle gue soit la matrice @ de variances-covariances de u et gue AO est

1'estimateur des moindres carrés ordinaires du modéle (Y, Xa, La = 1, GZI)

c'est-a-dire du modéle initial dans lequel on suppose que Q= 1.

Les cohditions d’équivalence du modeéle initial et de Q donnent

donc les conditions d'efficacité des moindres carrés ordinaires.

Soit le modeéle P(Y, Xa, La = 1, 029). G la matrice des vecteurs
propres correspondant aux valeurs propres nulles de Q et S la matrice des

vecteurs propres correspondant aux valeurs propres nulles de (XV)+Q (xvyr”

avec V = I - L+L et posons



H=1- (8'XV)76"XV et K = I - (8" (xv) xv)7s" oxv) xv
alors P admettra comme estimateur de Gauss-Markov 1’estimateur des moindres
carrés ordinaires ssi
(1) VXV = v
H (2 H=K

+

(3) 2 (V)T O R (XY (XV)TXVH = XVH
ou de manigére équivalente

{13 vvxX'} = v(V)

(2) v XV) < v(XV)

Démonstration :

Les conditions H{1)}, (2}, (3) proviennent directement de 1'ap-

plication de la propriété 4 sur 1'équivalence des modéles.

La démonstration directe de 1'équivalence H et H* est plus
délicate.

Elle est simple si on recourt & la démonstration de la
propriété 4

Ay = PY (I Spx) L1

o
[

avec itz -accenyy = it - ec o))

R
I - XV(XV) Q@ = 860°

]
n

Ag = vty + (T - (xvdTxy LTl
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VA, - Ag) = 0= (xv}'e (ce1’s = 0

0
)
(xv)e(ce)’ce =0
3
xviteercereyt = o
)
xv)* s6'Cc =0
)
+ +
XXV (I - xvexnd) = 0
)
(1 - xvoxvi Iy axvexwy® = o
}
(T - xvexw1axv = 0
{

vQXV) ¢ v{XV)

REMARAQUE =

Dans le cas de "modeles diagonaux”

\ X 2, Yy
73 .. - +
LY XN Oy Un
i ﬁ*;" = . e a . + u

7
(&

la condition dfefficacité des mco,v(2X) < v(X], X+X = I prend, avec les

notations du paragraphe précédent, la forme simple suivante :

v, .X.) c v(X,) Vi, ¥j
iji J i
XD X, =1 Vi
i "7 *
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. -~

L'estimateur des moindres carrés A de a étant alors défini par
A, = XD Y,
i i i
Les conditions précédentes sont en particulier vérifiées dens le

cas ol les variables explicatives Xi sont identiques et les résidus indépen-
dants du premier indice t. En effet

857 95517

et la relation XX+§L.X = Q. X est vérifiée.
1] 1}

Dans ce cas,indépendamment de toute relation sur les variables

Yi la méthode des mco est efficace.

On trouvera dans [4] et [5] deux illustrations de nature diffeé-
rente. La premidre concerne 1'estimation de fonctions de consommation du ty-

pe de Leser. La seconde est relative & 1'évolution des gains de parts de mar-

ché international des principaux pays de 1'0OCDE.
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